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О РАСЧЕТЕ НАГРЕВАНИЯ МАСЛЯНОГО КАБЕЛЯ ПРИ КОРОТКОМ 
ЗАМЫКАНИИ 1 


Дается численный метод расчета нагревания кабеля при коротком 
замыкании на основе применения метода наименьших квадратов к при- 
ближенному решению уравнения теплопроводности. 

$ 1. Завод «Севкабель» обратился ко мне за указаниями о способе 
расчета нагревания масляного кабеля в течение непродолжительного 
времени (около 3 сек.), следующего за коротким замыканием. 

Я указал на обычный прием решения подобного рода задач по методе 
фундаментальных функций, в данном случае бесселевых, с применением 
для определения коэффициентов разложений, удовлетворяющих началь- 
ным условиям, способа наименьших квадратов, если не удается пред- 
ставить эти коэффициенты в виде определенных интегралов. 

Некоторые предварительные расчеты, произведенные заводом, давали 
основание полагать, что в разложениях достаточно брать 8 первых 
членов; тогда вычисление по методе наименыних квадратов, если его 
вести на три знака логарифмической линейкой, взяв 48 условных урав- 
нений и не вычисляя ни весов, ни вероятных ошибок, занимает у при- 
вычного к такой работе вычислителя около 16—20 час. 

Но затем у меня возникло сомнение, не встретятся ли при решении 
этой задачи такие затруднения, при которых обычный способ решения 
окажется неприменимым. Поэтому я сделал попытку развить все необ- 
ходимые общие формулы, не производя числовых расчетов. Оказалось, 
что единственное затруднение состоит в том, что, строго говоря, те 
функции, которыми приходится пользоваться, не являются фундамен- 
тальными, ибо они между собою не ортогональны, нахождение же «весов», 
которыми ортогональность достигается, весьма затруднительно; поэтому 
практически приходится прибегать к методе наименьших квадратов, 
чтобы получить приближенные разложения, наметив в буквенной форме 
лишь общий ход вычислений, как о том указывается ниже. 


‘ Доложено 21 марта 1936 г. на сессии Группы математики Академии Наук СССР. 
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В виду этой особенности поставленной задачи я позволяю себе изло- 
жить ее в надежде, что кто-либо другой укажет более изящный способ 
решения, а главное, требующий меньшей затраты вычислительной работы. 

$ 2. Поперечное сечение кабеля изображено схематически на чертеже. 
Напряжение весьма высокое (100000 У), но сечение кабеля таково, 
что при нормальной силе тока устанавливается тепловое состояние кабе- 
ля, которое не вызывает его порчи. 

Не то будет при случайном коротком замыкании: ток почти мгно- 
венно достигнет громадной силы (свыше 10000 А); между тем автома- 
тические выключатели требуют 
около 3 сек., чтобы выключить 
генератор. Отсюда задача об 
определении теплового состоя- 
ния кабеля в любой момент 
времени после короткого замы- 
кания, причем время это не 
превышает 3 сек. 

Итак, мы делаем следующее 
основное допущение: 
сила тока в жиле устанавли- 
вается гораздо быстрее, нежели 
происходит нагревание кабеля, 

ь о и, поэтому принимаем, что все 

ео время процесса сила тока по- 

стоянная, а значит, с момента 

{ =0 происходит постоянное на каждую единицу длины кабеля выделе- 

ние тепла в жиле и с этого же момента происходит усиленная против 
нормальной отдача тепла маслу и изоляции. 

Кроме того, делается допущение, что все термические элементы 
(теплоемкость, теплопроводность, теплоотдача) от температуры не за- 
висят и остаются постоянными. Таково задание, сформулированное 
в соответствии с предъявленными мне «Севкабелем» требованиями. 

Систему единиц берем СС$5. Температуру выражаем в градусах 
Цельсия, причем за начальный уровень принимаем не температуру 
таяния льда, а температуру почвы, ибо это удобнее при развитии 
формул. Теплоемкость будем выражать в малых калориях, относя ее 
к единице массы, т. е. к грамму. Таким образом единицы будут: 


Количество тепла кал (малая калория), 
Теплопроводность Ка мы 
р д смз ес 
ка 
Теплоемкость а во 
г <@ 
Теплоотдача п т 
см? юС 
Плотность в: 
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Соответственно схеме сечения кабеля примем следующие обозначения 
термических элементов различных средин, приписывая маслу индекс 1, 
жиле-— индекс 2, изоляции— индекс 3: 


Плотность 8; \ 
Теплоемкость К; | 
Теплопроводность т 
ЕЯ ее 

Постоянная 1 == К, #1) 
Теплоотдача Н; 

Ус 
Постоянная Е 

Кт0; 


Индекс гу Н соответствует номеру поверхности. 

8$ 3. Обозначим через 9, (г, 1) = 9, (1=1,2,3) температуру в момент 
времени { в слое, лежащем в расстоянии г от оси кабеля, беря значок 
$ соответственно среде. 

Поставленная задача сводится к следующей математической: тре- 
буется определить функции 9;,9., 93, удовлетворяющие следующим диф- 
ференциальным уравнениям (Т), граничным условиям (П) и начальным 
условиям (ПП). 

Дифференциальные уравнения: 


д 00 1 до, \ 

и - о | 

до. _ 0% 1 до, 2 От 

01 ° ^?\ д" г а 68 — а?) (2) (1) 
доз 0203 1 де, 

8 — Аз дг? 2 г д ). ^) 


Здесь О есть выделяемое в 1 сек. на каждый сантиметр длины ка- 
беля количество тепла после короткого замыкания. 

Для составления граничных условий принимаем: сквозь каждую 
поверхность раздела двух смежных средин проходит в 1 сек. коли- 
чество тепла, пропорциональное разности (перепаду) температур по обе 
стороны этой поверхности, так что это количество протекающего тепла 
будет: 

при г=а.. . 2ма-Н, [95 (а, — 9, (а, 1], 
м. пб. НЫ. [95 (6.1) —=0. (5,2. 
и НР (60). 


» Г = 


Соответствующие этому количеству тепла тепловые потоки в смеж- 
ности с поверхностью раздела будут пропорциональны градиенту темпе- 
ратуры и теплопроводности, т. е. 


9% 
при г==а будет: для масла 2таи, (—3, о 


д 
» жилы 2тат,(—57), : 


при г==ф будет: » у 2п6 1 (ее) ? 
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ра 
при г=с будет: » у 2 пс" м 


Положим для сокращения письма 


Н НН» 

г == г. == [., й (4) 
ГВ | 

не 1 ) 


Тогда получим следующие граничные условия: 


для 91: при г= 0 должно быть у, (0, #) = конечной величине; } 
Я у = а = №1 [92 (а, 1) — о, (а, 1], 
для о ирии 0 у у Е = [95 (а, #) — 9, (а, #) 
ие =В » » 9), = 1, [92 (6, 1) — 93 (6, #)], В: 
для 93: при г=б у » (=) „= Ь [95 (6,8) — вез (6, #]], :: 
ГЕ С » у (=). = Йзбз (с, ®. ) 


Все эти равенства должны иметь место при всяком значении вре- 
мени {. 


3°. Наконец, начальные условия относятся к начальному 


моменту 1 =0 и выражаются равенствами: 
ДЛЯ Ф.Н (ое, 0) ОР а: \ 
фот ато ы (И 
О. (у (Ого | 


причем о, (”, 0), ©, (г, 0), оз (", 0) будут известные функции от г в каждом 
из указанных промежутков. Определение этих функций показано ниже. 

$ 4. Решение начинаем с определения начального теплового состо- 
яния кабеля, когда по нему идет ток нормальной силы и в жиле 
на 1 см длины развивается в 1 сек. количество тепла 4. Ясно, что 
при таком установившемся состоянии температура масла (предполагая, 
что оно не просачивается) есть величина постоянная, равная темпера- 
туре жилы при г=а. Вместе с тем температуры жилы и изоляции 
не зависят от времени {, тепловой же поток постоянный и равен 4. 
Таким образом для определения начального состояния имеем сле- 
дующие уравнения, при само собой понятном обозначении: 


9 Ч 
Ог 2. ^ 
доз) 
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и условия 


2щ6 - Н» [9 (6) — 9зо (6)] = а, 
2 пс Нз 9зо (с) = 4. 


Откуда легко находим: 
Е _@ 1 а 1 ь 1 1 
оо бат) = [о + | 
Л 1 Ь 1 1 
О 


(5) 


——ы—„.—«Э_ 


| т т 
яя т 1 
бзо = оз (Р, 0) = | 2. +: | 


$ 5. Заменив в формулах (5) величину 4 через О, получим те пре- 
дельные значения функций 91, 9», 9з, которые они получают при { = ©; 
но эти предельные значения имеют лишь чисто математический смысл, 
физического же смысла не имеют, ибо они получаются в предположении, 
что все термические постоянные сохраняют свои значения, не зави- 
симые от температуры, сколь бы эта температура высока ни была; 
между тем эта температура окажется столь высока, что весь кабель 
сгорит гораздо раньше, нежели 9, 95, 9з достигнут своих предельных 
значений. 

$ 6. Переходя к определению неустановившегося теплового состо- 
яния кабеля, мы начнем с разыскания частных решений уравнений $ 3, 
чтобы в дальнейшем иметь дело лишь с уравнениями однородными, 
т. е. без свободного члена. 


Полагая 
ва (г, #) == из (г, #) + И, (г), 
из (т, #) = из (г, 1) Е У) (т), (6) 
ез (г, &) = из (г, Е) Из (Г), 


мы видим, что величины И, (г), И.(г), Гз(г) определяются обыкновен- 
ными дифференциальными уравнениями 


Е.О | 
ат? г 4 С | 
ФУ, 1 ау, 20 А 
4"? Гог а К, К, (в — а?) р 0. (7) 
47, тат, _ | 
РР ) 


и граничными условиями, которые мы выберем так, чтобы условия для 
ил (г, #), ио(г, &), из(г, &) были те же самые, как и для о, (, #), 95(т, #), оз(т, (), 
т.е. (11) с заменой в них букв © на и. 

Таким образом граничные условия для И, Г,, Г. будут: 
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у 
(=). = #1 [И (а) —Т, (а), 
=. и) ‚ = (У, (а) — У, (а)}, 
и = #, [+ (5) — 7з(6)], 
г т ЫУЬ)— 7 (6) 


(0) = конечной: величине, ) 


= 


(8) 


Обозначим для краткости 


о 
ВЕ а (9) 


Тогда из уравнений (7) получим: 
У, = Г. 187 Г», 
и, 
Уз = 15187 [ь, 


(10) 


где Гл, [л», [3, Га, [ь, [в произвольные постоянные, определяемые гра- 
ничными условиями. Именно будет: 


д = 

я 
В 

И [ны + в, 
р Е 

=) ще | 


Тогда получим: 


= З 
вые тРыь | 
У (р ааа НЫ |, (11) 

) 


$3 — аз = 
а 


Эти частные решения и надо прибавить к и, (г, т), ча (г, 1), Г, 0, 
определяемым однородными уравнениями 


— д?и 1 ди \ 
и и с + — Я 
г 9 


ом. _ 02 Е Е я) 


дг? т о (12) 
й р из 1 ди 
го у бы -- — = 


т д 
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и граничными условиями (1), в которых надо вместо букв 9, 9», 93 
написать соответственно ил, Ио, из. 
Что же касается начальных условий, то они будут: 
ил (г, 0) + Т, (г) = 9, (г, 0), 
из (г, 0) И, (г) = 9» (г, 0), (+3) 
из (г, 0) Из (г) = ез (г, 0), 
причем о, (г, 0), ©›(г,0), 9з(г,0) даются формулами (5) и величина У. (г), 
У, (г), Г. (г)— формулами (11). 
$ 7. Переходим к нахождению величин и1, и›, из, определяемых ура- 
внениями (12), граничными условиями (П), с указанной выше заменой 
букв, и начальными условиями (13). 
Как видно, все три дифференциальные уравнения (12) одного типа, 
именно (опустив значки): 


ди д?и 1 ди 
Эа) (14) 
Будем, как обычно, искать решение этого уравнения под видом суммы 
и=\У ВТ, (15) 


каждый член которой в отдельности удовлетворяет уравнению (14) и 
граничным условиям, вся же сумма сверх того и начальным условиям, 
причем Е есть функция только переменной г, Г—функция только пе- 
ременной $. 

Отсюда, обозначая производные значками, следует: 


ВТ’ = КТ (В+ Е°. (16) 
Следовательно, должно быть 
ИВ А в Пе 


причем А?— любое постоянное число. 
Из уравнений (17), которые напишем так: 
ТЕЛ” ГО, | 
а ны (18) 
ры +77) И 


имеем: 
РЕ —124 
Т — Ге", 


к мь ("+ МУ%( 7"), 
причем Ё, М, М—произвольные постоянные, /,, У,— бесселевы функции 
нулевого индекса. 
Так как в сумму У ВТ войдут лишь произведения ГМ и ГМ, 


которые суть такие же произвольные постоянные, как М и №, то без 
ущерба общности можно полагать [, =41 и писать 


Т=е-" 
в=М1(у")+ М (уд), (19) 
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опуская индексы «нуль», ибо функций иного индекса в нашей задаче 
встречаться не будет. Что же касается аргументов, то для функции и: 
надо полагать К =_А,, для функций и, и из соответственно брать 
К =А, и К = №з. Таким образом будет: 


и (,9=У|- Е УЕ |= 

4 й и 
и, = У [1+ ВУ (уе! ]* а (20) 
(м, = У Е (уг) + РУ (г фа, 


причем А, В, С, О, Е, Е, могут принимать какие-угодно постоянные 
значения. Выражения (20) будут удовлетворять однородным дифферен- 
пиальным уравнениям (12). 


Чтобы удовлетворить граничным условиям (11), надо выбрать по- 
стоянные А, В, С, О, Е, Е и ^ так, чтобы каждая из функций В в 0т- 
дельности удовлетворяла граничным условиям. 

Первое из этих условий даст А1(0) + ВУ (0) = конечной величине; 
отсюда следует В = 0. 


Затем имеем: 

и (ука) + Вы (да) =0, 
и - и 

ЕЕ И «+7 (уса) | =0, 
бе (ев) о 

= "(УЕ 56.) +8! (уж в) + ЫУ (А) =0 
> ы 
еек 

"(ук 6)] + 


у} > 
Ноу и 


: У 
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Условие совместности этих уравнений выражается уравнением (22), 
приведенным на отдельном листке. 
Пусть корни этого уравнения суть: 
й А 2 ...у А:. (23) 
Это суть так называемые характеристические числа. Обозначим через 
А; (^:), 45 (^:), 4, (^;), 4.0), А5(\:) миноры определителя Д (^;), соот- 
ветствующие какой-либо строке, например первой. Тогда соответствую- 


щие корню Л; значения постоянных А, С, Ш, Е, Е получатся из ра- 
венств: 


= №, (24) 
т. е. будут 
А; == №; А: (^;); С = М.А, (^}); ПР ЕЕ. Л. (^:); [25 = М: А. (^;); Е; = № А. (Аз). 


Следовательно: 


>. 


ил (г, #) = Ума, (^:) 7 (- р, е- №1, | 

т 9- Ум ЕО ›1( ) + А: (^ ( Е г) р ме (25) 
=! | ИЬ | ( 

из (г, #) = М; ЕС У г -- ДБ (А) У Е г) | А | 


Эти выражения при всяких значениях постоянных удовлетворяют 
дифференциальным уравнениям (12) и граничным условиям (11). Остается 
удовлетворить начальным условиям (13). 

$ 8. На основании выражений (25) начальные условия будут: 


= У : ; и г: ] 
О=г=о, мА, 41 (уг) = ша (7,0), нь 
х р й 
(@=г= 5, Ум [у (ук) | = 0), 
Хх И 1: о 
(6 == 0), Хм [мот У (г) | 4050), 


причем значения и; (г, 0), и. (г, 0), из(т, 0) для соответствующих проме- 
жутков определяются формулами (13). 
Положим, что каждый из промежутков 
0 до а; а до 6; В дос 


подразделен на п частей, скажем, равных между собой, тогда, взяв 
в суммах (26) какое-либо конечное число | первых членов, выбирая это 
число | так, чтобы при { =0 всеми дальнейшими членами можно было 
пренебречь, мы применим для вычисления коэффициентов М; методу 
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наименьших квадратов. Написав Зи условных уравнений, мы по ним 
составим ] нормальных уравнений, решение которых и даст искомые 
коэффициенты. 

Само собой разумеется, что для этого могут служить обычные схемы, 
которые можно найти в любом курсе астрономии или геодезии и на 
которых останавливаться не будем, но можно при большом числе услов- 
ных уравнений вычисления несколько упростить. 

Возьмем для простоты рассуждений и письма |= 3; что относится 
к этому числу неизвестных, само собою обобщается и для любого числа их. 

При / =3 условные уравнения будут вида: 


а. М, - В.М, - са 3 = ил (Г), 
аз №, -- ВМ» Е с» Мз = и, (Го), 


ли (27 
а, + вы М> + сы М3 = ил (ти), 
ата М - би М + сии М3 = и) (7+1), 
ат М, + бла М - сп Мз = из (7и+>), (27,2) 
ат М, - 6 М, см М = И (Г), 
ата М1 - бота М - Ста М3 = Из (Гэп+ 1), 
@2%-+2 М, -- Виа №2 НЕ Сота Мз — Из (72и-+2), (27 3) 


аз" М1 -- 6: №» + сз» № — Из (гзп). 


Нормальные уравнеиия будут: 


№ Ха + м, Хаб + № Ха = Уаи, 
м, Хам, Хм, Хе = У, (28) 


м, Хам, Уе-м, Хе = Усы. 


Положим теперь, что число п неопределенно возрастает, тогда суммы 
заменятся соответствующими интегралами, а именно: 


Хе - [мора Уе-[вораз Уа= [вора 


Ув = [50а Хе = | а(°) с) 4, (29) 


о 


Ув- [50) -с()4*, 
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причем функции а (г), (7), с(г) определяются следующими равенствами: 
если О=г=<а, то а = 4) (=), ) 
(г) = 44 0.) 1 ( . 
= м1); 
если а г= В, тоа(") = 4,094) 1 (7 Рут (у 
(г) = А, (^,) т +в 0з) у (7- т о 
с(г) = 4» (3) 1 93) у (7=”); 
(^,) (=), 
= риа а И, 
с (г) = А, ( мт +ывт (2). Г 


вели гс. то @(7) —=А, 


Если бы удалось (например, применяя методу Коши и произведя 
все сложные выкладки ею вызываемые) найти такие множители (веса) 
р(г), а(г), (т), при которых все функции а(т), 6(г), с(г) становятся 
ортогональными, то нормальные уравнения приняли бы вид: 


м, [| ре) Гар а" = [| р) (о) ще) 4", 


№, \ 9(г) [6(г)Р ат 


| 


с 


| 

(942) Це) (г) 4", : (31) 
. 
) 


>—°о >< —> >—о 


(7) [АР @? == | 8(г) с(г) и(г) аг. 


[ 


Но практически даже при /=8 потребуется меньше работы на вычисле- 
ние всех 36 интегралов таких, как (29), нежели на развитие всех формул 
в методе Коши. Работа по вычислению интегралов значительно сокра- 
тится, если взять п=7 и применять для вычисления интегралов формулу 
Чебышева для каждого из трех интервалов в отдельности. 

Решение нормальных уравнений «приведением первого коэффициента 
к единице» подобно тому, как это изложено в моих «Лекциях о приближен- 
ных вычислениях», если вычисление вести на три знака при помощи 50-см 
логарифмической линейки, требует написания всего около 2200 цифр. 
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Наиболее трудная часть есть вычисление корней трансцендентного 
уравнения Д(^\)=0. Эта работа может быть облегчена тем, что для жилы 
постоянная №, весьма велика по сравнению с К, и К., и в первом приближе- 
нии можно принять К,= оо. Тогда уравнение А(^) значительно упро- 
щается и доставит приближенные значения корней /, после чего нахожде- 
ние более точных значений становится простым. . 

На подробностях численных вычислений, их расположения, схем, 
избежания утраты значащих цифр и пр. мы останавливаться не будем 
всякий вычислитель распорядится применительно своим навыкам и при- 
вычкам. 

В заключение я считаю долгом высказать свою глубочайшую благодар- 
ность В. А. Фоку, который, ознакомясь с содержанием этой работы по 
черновой рукописи, дал мне ряд весьма ценных указаний. 


Академия Наук СССР. 


А. КВШОЕЕ. ОМ ТНЕ НЕАТТХС ОЕ А САВГЕ НАУТХС АМ ОП, СОВЕ 
ОВГХ о А УНОВтТ СВСТ 
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ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ОДНОГО КЛАССА УРАВНЕНИЙ 
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 


(Представлено академиком С. Н. Бернштейном) 


Исследуется существование периодических решений одного класса 
нелинейных уравнений в частных производных гиперболического типа. 
При определенных условиях доказывается теорема существования пе- 
риодических решений. Метод заключается в приведении задачи к бес- 
конечной системе интегральных уравнений Фредгольма. В случае, наз- 
ванном автором «квазирезонансом», доказывается теорема несущест- 
вования периодических решений. Дается пример нелинейного уравне- 
ния, показывающий, что теорию периодических решений Пуанкаре в не- 
которых случаях нельзя распространить на уравнения в частных произ- 


водных. 
$ 1. Введение и постановка задачи 
Целый ряд задач теории колебаний приводит к вопросу об отыскании 


периодических решений нелинейных уравнений в частных производных. 


Нелинейная задача о колебаниях струны представляет задачу подоб- 


ного типа, которую можно сформулировать следующим образом: 
Найти функцию и(х, #), удовлетворяющую уравнению 


0?и ди, я , ди 
о = 2 (№ И = (1) 


(а—постоянная, \—малый параметр, Е— периодическая функция вре- 
ди 
-- и при ц = 0 обра- 


мени # с периодом 1, нелинейно содержащая и и ®, 
щающаяся в функцию, зарисящую только от хи 1), граничным условиям 


(0,8) =0, (= 0, (2) 
условиям периодичности 


(3) 


и непрерывную вместе со своими частными производными 1 до 2-го 

порядка включительно в замкнутой области 

т Мы будем подразумевать под «частными производными 2-го порядка» лишь те 
0?и 0?и А 

производные, которые входят в уравнение (Фет. е: 8’ д’ не оговаривая этого 


каждый раз. 


16 Н. А. АРТЕМЬЕВ 


-_) 0<5<1, 
0<#<1. 


Не ограничивая общности, мы можем сразу считать, что краевые 
условия (2) по х заданы в точках х=0 и х=1, так как с помощью 


> ИЯ 
линейной замены переменных вида у = и задача 


д?и, ди ди 
уе ь Е (ши, — 
й| =0 и| =0 

д=0 =] 


сводится к задаче типа (1), (2). По той же причине в условиях (3) мы 
требуем периодичности с периодом 1. 

Здесь, как и в теории обыкновенных дифференциальных уравнений, 
мы будем различать два случая: 

1) когда правая часть уравнения (1) содержит время # явно, 

2) когда правая часть уравнения (1) времени { явно не содержит, 
т.е. требуется найти периодическое решение уравнения 


9?и ди ди 
а 2. 0, ОЕ 
и —=0 и =0 
и — М ди _ ‘ди 
Е =) р == 1 В в 


период которого Т заранее не известен. 

Для задачи 1-го типа естественно исследовать в первую очередь 
периодические решения с периодом, равным периоду вынуждающей силы, 
т.е. функции ГР. В этой работе мы исследуем простейший частный 
случай задачи 1-го типа, а именно, когда правая часть уравнения (1) 
имеет вид 


Р(въьи, %) =Ф (и), 


и доказываем, что в зависимости от ряда условий задача может иметь 
или не иметь решения. 

Окончательно мы можем сформулировать нашу задачу следующим 
образом: 

Исследовать, при каких значениях чисел аи ди при каких свой- 
ствах функций Ф (х, #) и /(и) задача (4), (5), (6) 

ди д9?и 

ЕЕ ы уА 
912 а дж Ф (х, 2) Ее ы] (и), {4) 

#| =0 ан 
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= 
й =) | = 41 = ) (6) 
допускает решение и(х, #), непрерывное вместе со своими частными 
производными до 2-го порядка включительно! в области О. 

Для исследования задачи (4), (5), (6) мы пользуемся в этой работе 
двумя методами, тесно связанными между собой. Первый метод заклю- 
чается в сведении задачи к бесконечной системе интегральных уравне- 
ний?, для которой затем доказывается теорема существования методом 
последовательных приближений. Второй метод заключается в эффек- 
тивном построении некоторой функции Грина, с помощью которой 
задачу можно привести к решению одного интегрального уравнения. 

Наконец, из доказываемой нами теоремы несуществования видно, 
что метод Пуанкаре, построенный им для исследования периодических 
решений обыкновенных дифференциальных уравнений, в некоторых 
случаях нельзя распространить на уравнения в частных производных?. 


и 


1=1 


Т МЕТОД 
$ 2. Основные понятия и обозначения 
Мы будем рассматривать различного рода вещественные пространства, 
точками которых 2 являются последовательности вещественных чисел 
= { НИ 
подчиненных тем или иным условиям. 
Вид этих условий будет указан в одном из следующих параграфов. 
Пусть ] точка с координатами 


190 72» ...) У о5ю } 


и пусть ее координаты р (К =1, 2...) зависят от координат точки 2, 


так что 
Де == 1 (21, >, -..) бр ...) (Е =1, 2, ...), 


что мы условимся кратко записывать в виде 


в = (2) И. И) 
1=1(2). 


Функции |, будут у нас степенными рядами от бесконечного числа 
аргументов 21, 5.,.... Поэтому мы приводим здесь определение сходи- 
мости подобного ряда, взятое нами из работы А. Утег”а [3]. 

Степенной ряд от бесконечного числа аргументов 1, 52, . - - 26; + - -› 
вещественных или комплексных, формально можно записать в виде * 


или 


1 См. сноску на стр. 15. 
2 Е. Но@ег [1] применял для доказательства существования периодических ре- 


шений интегральные уравнения. 
зА. Витт применял метод Пуанкаре х нелинейным уравнениям в частных 


производных [?]. 

4 В этой работе нам понадобятся исключительно вещественные ряды, т. е. ряды, 

в которых все коэффициенты с»,...» а также переменные 2,, 3»,... будут веще- 
ственными. 

2 
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со со со 
(2х Фе базе.) =: бы № > ... к Ву +В) (7) 


з 
[ 
‚. 
к 
[ 
г. 
5 
И 
ы 


где коэффициенты С,.... Могут быть также вещественными или комп- 
лексными, 

Для того чтобы установить понятие сходимости ряда вида (7), вве- 
дем предварительно следующие определения: 

Определение Т. Ряд, получающийся из (7), если все 2», кроме 
первых т, положить равными нулю, мы будем называть т-ым сечением 


ряда (7) и обозначать символом {“”) (2, 25, ..., 2т), так что 


О к бе бе 


со т т 
асы Зи онаененЫя 


п=1 у. =1 Ув= 


Ув 


Определение 11. Степенной ряд от бесконечного числа переменных 


со со сс 
< 
(2, 52, 9 © Ё» о» ры а 5. оз 2 


П=0 У, =1 Уп=1 


называется сходящимся в точке 2 = {2,, д.,...}, если соблюдаются сле- 
дующие условия: 
1) т-ое сечение ряда 
ое, ЧО 
при любом значении т сходится в обычном смысле теории функций; 
2) существует предел 
В =: 


т = < 


$ 3. Подетановка ряда Фурье в полином 


ЛЕММА 1. Пусть } (и)* полином п-ой степени с постоянными коэф- 
фициентами и не содержащий свободного члена 
7 (и) = али + аи? +... + аи 


и пусть и(х,1) функция, равная сумме ряда Фурье 


в УЗ» ик (1) зп Ётх, (8) 
&=1 
коэффициенты которого их (1) удовлетворяют условиям: 


1) все ик (1) (Е =1, 2,...) непрерывны при 0<{=<1; 


) 


* Мы считаем функцию ](и) полиномом единственно для большей простоты 
доказательства. Все дальнейшие рассуждения можно было бы также провести для 
голоморфной функции. 
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Ь 

2) | ик (1) = № (К=1,2,...) при 0 < 1=< 1, 6— постоянная; 

3) ик (1) = ик (Е- 1). 

Тогда коэффициенты Фурье }, функции Ни (х, #)], разлоэженной в про- 
межкутке 0 =х=<1 по зпАтх, будут непрерывными функциями 1 и 
могут быть представлены в явном виде степенными рядами от, беско- 
нечного числа аргументов ил (1), и. (1), ... 


ви». Бы Он), 


т=1 У, =1 Ут=1 
сходящимися при любом значении 1. 
Доказательство. В силу абсолютной и равномерной сходимости 


ряда (8) в области 4, его можно возводить в любую степень и инте- 
грировать почленно по х в интервале (0, 1). Поэтому ряды (9) 


1 1 со 
= И? | атит эт Кпх ах = У 2 о { № и, (1) яп уп" эт Ата 4х = 
0 у У=1 


У: 


= р ... и бы, @) --. (о тбл ИР ©): 2 (9) 
У =1 


Ут=1 


будут сходиться абсолютно и равномерно при любом &. 
Суммируя ряды (9) по т от 1 до п, получим опять абсолютно и 
равномерно сходящийся ряд при любом { для коэффициента }» 


& (и. (8), из (1), Е — > в" в 


о Е (9) 


© 


Сл 


т со 
® 
Очевидно о 


ие, из, (А ть) 


будут непрерывными функциями #{ при О—<#=<1. 
$ 4. Приведение задачи к бесконечной еистеме обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений 


В уравнении (4) мы будем считать функцию Ф (1, 1) предотавимой 
в виде ряда Фурье 


5 “а Ф, (1). ар 
Ф()=уУ2\ е ) т Ктх, У® (2. ==СА (а, (10) 
В=1 В ==1 
коэффициенты которого Ф» (1) суть периодические функции { с перио- 
дом 1, непрерывные в интервале 0 1-1. 
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Соответственно этому мы будем искать решение задачи (4), (5), (6) 
в виде ряда Фурье 


и (х, 0 =УИз\У (т Ать, (11) 
и=1 


где 2» (1)— неизвестные функции. 

Подставляя формально ряды (10) и (11) в уравнения (4), (5), (6), 
разлагая правую часть (4) опять в ряд Фурье по зп Апх и сравнивая 
коэффициенты при зш Ётх, получим бесконечную систему дифферен- 
циальных уравнений вида 


21 (#) + па? А? (1) = Фь (1) + цы [21 (1), 25 (8), 1 (®=1, 2,...) (12) 


2 (0) = 2% (1), | а { 
2ь (0) = 2ь (1), м и 


в которой функции }, будут степенными рядами от бесконечного числа 
аргументов 21, 2», ... вида (9’). 

Рассмотрим еще отдельно частный случай, когда }(и) полином, со- 
держащий только нечетные степени и, и когда ряд (10) содержит только 


синусы нечетных кратностей. 
В этом случае будем искать решение задачи в виде ряда 


и (т, И =ИЗ Узи (И зщ (26+ 1) пг. (13) 
ЕЕ 


Соответствующая бесконечная система обыкновенных дифференциаль- 
ных уравнений в этом случае будет иметь вид: 


"Занчна (#) + па? (2-1) дон (#) = 
— Фу ($) | Мака [21, 53, 9=С | (^ —- 0, Ч э .) (14) 


2-1 (0) = Зав+1 (1) 
2-1 (0) == 22А-+1 (1) 


} О (14°) 


$ 5. Приведение задачи к бесконечной еиетеме интегральных уравнений 


Систему уравнений (12) с граничными условиями (12”) легко свести 
к бесконечной системе интегральных уравнений Фредгольма 2-го рода. 
В самом деле, линейному уравнению 


у (6) + ву (9 =0, (15) 


где ‹ — постоянная (® 5 2тт), т— целое число (т_>> 0) с граничными 
Условиями периодичности 


у (0) = (В) 
У(0) = у(1) | (15°) 
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Я а ао 


соответствует функция Грина 


а 


<) 
24 чт — 
2 


(От 0. (16) 


Если число а в уравнениях (12) таково, что к = пак == 2тп, где т 
целое число > 0, то каждому линейному уравнению 


Оо. 


с граничными условиями 


2, (0) = 2% (1) \ 
ок 


будет соответствовать функция Грина 
05 ®, (| е—т| -5) 
ОЕ, ®) = ОА — 1). (17) 


4); 
2 


20, п 


С помощью формулы Грина 
1 
.. 924 
и { { [2 ()-Е шк ()] бы (в <) — [бек -Е С» ] 2 (т)} ат 
0 
система (12) будет таким образом сведена к бесконечной системе инте- 


гральных уравнений 1: 
1 
д (0 = | в», т) [Фа (®) + ву (вы (%), 25(5),..)14= (&=42...). (18) 


Таким образом всякое непрерывное решение системы дифференциаль- 
ных уравнений (12) с граничными условиями (12’), удовлетворяющее 
условию 


О. о. 


= | 


7 


где с— постоянная, является также решением системы интегральных 
уравнений (18). 


1 
1 Интеграл | Су (1, =) [Ф, (т) + ВА» (21 ($), =.(т),...)] 4 имеет наверное смысл, 
0 


если функция 1], (2, (т), 2. (т),...) есть непрерывная функция т при 0<т<1. Из 
леммы [Г мы знаем, что достаточными для этого условиями являются следующие: 

1) все 2,(т) (К =1,2,...) непрерывны при 0<т< 1; 

2) | 2 (<) | «да › Пека = бес 4 
где с — постоянная. 

В дальнейшем мы докажем существование такого решения для системы (27), 
чем и будет оправдана законность операции интегрирования. 
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[2 
[52 


Наконец, напомним для дальнейшего, что если }(1) =} (Ё- 1) есть 
произвольная непрерывная периодическая функция, то функция 


1 
®)) = | с 7 (т) ат 


будет периодическим решением уравнения 
у (Е) + (2т + 1) пу (1 = К 
© граничными условиями 
у (0) =у(1) \ 
9(0) =у(1) | 


$ 6. Функциональное. пространетво Ам 


Доказательство теоремы существования будет основано на свойствах 
некоторого метрического пространства, которое мы обозначим симво- 
лом Ат, а также на свойствах пространства Гильберта. В этом пара- 
графе мы исследуем нужные нам свойства пространства Ат 

Определение ПТ. Функция Ф (2), обладающая рядом Фурье 


Ф (2) у? р 311 Ах, (19) 


где из — целое число > 0, есть точка функционального пространства А 
если ряд 


т) 


Уи=а< + со (20) 
Е =1 
сходится. 
ЛЕММА П. Пусть 
Ф (2) = их НИ эп (2А - 1) пх, (21) 
причем 
х Ули = < оо (22) 
Ао 


и пусть ] (и) нечетный полином 1; тогда функция }(Ф (1)) Е 4, 


Доказательство. В силу (24) и (22) функции Ф’ (5) и Ф”' (2) непре- 
рывны при любом значении х и получаются дифференцированием (21). 


* или нечетная голоморфная функция; ыы голоморфной функции лемма спра- 
ведлива при условии, что |Ф (5) | < В, где В — радиус сходимости ряда 


со 
Ни = раша, 
В =0 
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г 
Функция $ (7), ряд Фурье которой м Узк--1 605 (2 -- 1) пх получается 
В=0 
формальным дифференцированием ряда (21), представляет собою в силу 
(22) функцию с суммируемым квадратом. Функция ф(х) почти для всех 
х равна Ф’’’ (2). Из формул дифференцирования сложной функции за- 


2 
ключаем, что функции __ и 


непрерывны. 


Наконец из формулы 
Г 431 (Ф)^\* не ах ; ах 42Ф]? 
у = [М (в) +3 Фу я |+ 
РР аФ`^\? аФ а?Ф 43Ф р а3Ф |? 
+2[ 7” Ф) (3. ) +37’ Фи Г Фа + [Г Ф)т|° (29) 
заключаем: первое слагаемое в квадратных скобках в правой части (23) 
есть непрерывная функция 5; второе и третье слагаемое суть произве- 
дения ограниченных и непрерывных функций на суммируемые функции, 
Е] 
о есть функция с суммируемым квадратом. 

Ряд Фурье, который мы получим, подставляя формально в выраже- 
43} (Ф) 
413 
основании теоремы о единственности ряда Фурье для функций с сумми- 


руемым квадратом, будет рядом Фурье функции и Этот ряд будет 


иметь вид: 


следовательно 


соответствующие ряды Фурье для Ф, Ф’, Ф”, Ф’””, на 


ние для 


48 5% 
и = У? > фэв+1 (Ф., Ф,, ...) с03 (2К--1) пх, и 


причем имеет место равенство Парсеваля 
со 1 
Е 43} (Ф)] * 
Уч = [ [7 "=. (25) 
В=0 о 


Обозначим теперь коэффициенты Фурье функции }(Ф (5)) через }ь+1, 
т. е. положим] 


#(Ф (2)) =И2 Ульы (Фь, Фо, . ..) в (28 + 4) па. 


В =0 


Интегрируя (24) последовательно три раза, в соответствующих пре- 


1 , 
делах, и принимая во внимание, что Ф” (>) =0, Ф’’ (0) =0, найдем 


21) _  УЗУ _Фыа _ Е 
а 9 = => [АТ зп (2-1) тх = 


з 
Ё<— 


1(Ф (2)) = [а 


$ 


—=И2 У + (Фь, Фь ... .) а (28-5) па. (26) 
Е=0 
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Из (25) и (26) вытекает справедливость леммы. 


Введем теперь следующие понятия и обозначения: 


Пусть 
Ф, (2) Е Аз и Ф, (5) Е А; 
и пусть 
Ф, (2) = их т вт (22-1) м2 = У? У Фи эт (24-4) пл, 


#=0 в=0 


72 2 : 
о с < - ©; 
В=0 


Ф,() = Иа У тк УФ 1 ча (26-1) пх, 
® (2-1) — 


со 
Иа 02 
Узк-а == 65 < - © 
во 


(верхние индексы у букв у и Ф не смешивать с символами произ- 


водных). 
со 
о (Утка — Узк+1)? 
®=0 


Тогда величину 
мы назовем расстоянием между точками Ф, (2) и Ф,(х) пространства Аз 
и будем обозначать символом я [Ф, (2), Ф,(5)] или также %[у’, у’'], 
С 


и [у’, у’ = ® [Ф, (2), Ф, (х)] = ры (Узана — Узда). 
в=0 


со 
% ./ й 

Величина И Ук оьый есть расстояние между точками Ф, (5) 
=0 


и Ф,(5) в Гильбертовом пространстве 1; ее мы условимся обозначать 
символом г[Ф, (5), Ф, (1)] или г[Ф’, Ф”']|, так что 


г[Ф, (7), Ф, (2) =т[Ф’, Ф”] = > (Ф+, — Фи}. 


Е=0 
Наконец, мы введем еще аналогичное понятие расстояния для точек 
пространства А»„, т. е; если 


со 


22 > в вт (2 --1) пл, № ужа + о; 


К=0 


* Очевидно, всякая точка Ф (2) Е А» (т>1) принадлежит также пространству 
Гильберта. 
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Ф, (5) = из хе эп (2-1) п, Уи =@< о, 
Е=0 


то положим 


Р[Ф, (2), Ф, (2)] = р[у’, у] = И — Ув. 
в=0 


Очевидно для любых точек Ф, (2), Ф, (2), Ф. (2), принадлежащих про- 
странству Аз(А, или пространству Гильберта), соблюдаются три основ- 
ные аксиомы метрического пространства, в частности аксиома треуголь- 
ника, т. е. например 


® [Ф, (2), Ф; (2)] < ® [Ф, (<), Ф, (2)] + ®[Ф, (2), Ф, (2). 
Теперь мы докажем следующую лемму: 
ЛЕММА П1. Пусть 


Ф (2) = изУ "Ве о АИ) п, $ Фа), 0) = Хи < 


тогда, если 
|Ф (1) |< ЕВ и %[Ф(1), 0] < 1 при 0<х=<2, 


(и) = аи - азиз +... -- ат: и" +1, 
то имеет место неравенство 
22 [1 (Ф (х)), 0] = 16823? [Ф (2), 0], 0<х=<2, (27} 
где 


В = тах (6, В,), {2 = Хе» ЕН 


В, = шах |} (и) | 
И } ПВ: (28) 


Доказательство. Из предыдущей леммы мы уже знаем, что 
точка /[Ф (х)] Е А; и тем более Е А,. Согласно определению расстояния 
в пространстве А» 


2 (Ф (2), 01 = Х (2-1) ры (Фь Фо, ...) 
Е=0 
или на основании равенства Парсеваля 


ИФ (2), от= а | {7 =. (29) 
0 


Из (29) получаем: 
л < 4 
2 (Ф (6), от= | {ФУР (4 + ФР (ая) } 42. (0) 
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Далее имеем: 


— эжна | 5 и у ки 
|Ф (2) |<И2 У Е 2 сть где = Хе 


=0 
, 21/5 У Ул И = 
|Ф” (1) | < п И? Эка <" У2 21» в 1 ° 


Полагая |Ф (2) |< В, на основании этих оценок и формул (28) и (29), 
находим: 
22 [1(Ф (2)), 0] = 88214 (се?) 
и наконец в силу предположения, что %[Ф (5х), 0] =с<1, получаем 
окончательно 
Р*[(Ф (2)), 0] < 16 82 13 с? = 168 р? [Ф (2), 0], 


что и требовалось доказать. 

Условие Липшица. Пусть /(и) полином 1, тогда при |и!| < 6 
и |и.| <, где Б произвольно, но фиксировано, имеет место неравен- 
ство 


[7 (и) — (из) = в (и, — и}, (31) 


где & — некоторое постоянное число. 
Положим 2, 


#1 (2) = И» ик +1 91 (2-1) пх 
а (32) 


из (2) =У2 ‚х, ии зщ (2-1) пх 


К =0 
и будем считать, что функции и, (5) и и, (52) Е А; и что при всяком х 
[и (2) | <6, [из (т)|< 6. 
Коэффициенты Фурье функций } (и, (х)) и (и, (2)) выражаются форму- 


лами: 


ра (и, и...) =? | 1 (29) чп (28-1) паз, 


1 Мы считаем полином нечетным. 
* Нас интересует специально случай «нечетных рядов Фурье», хотя вывод усло- 
вия Липшица сохраняет силу и в том случае, если 


со 
и: (2) = У? У че яп Апх, 
= 


со 
№ (3) = И? > и; 51 Апх. 
К =1 


О ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ ОДНОГО КЛАССА УРАВНЕНИЙ 


г 
55) 


1 


р о ут | (ах (2) зш (2-1) прах 
0 
и в силу леммы 1 


(и: (х =>. ева (ив, из, ...) чт (2-1) тх, | 
р 
| 


7) == Ир №1 (иг, из...) мщ (2-1) пх, 


причем эти ряды сходятся абсолютно и равномерно при всяком х. Под- 
ставляя (32) и (33) в (31), интегрируя затем по хот 0 до 1 и принимая 
во внимание ортогональность и нормированность функций 


И 2 т (2-1) пх 
получим 
со 
р [Ронни (ил, из, ...) — РА (ит, из, .. = оз У, (изн — ИА 1), 
в=0 в=0 


или, пользуясь символом расстояния в пространстве Гильберта, 
7 [1 (ил (2)), 1 (из (2))] == ал [ил (2), из (2)]. (34) 


Неравенство (34) мы будем называть условием Липшица. 


$ 7. Теоремы существования 


В $ 4 и 5 мы показали, что задачу отыскания периодических ре- 
шений уравнения (4) с граничными условиями (5), (6) $ 1 можно свести 
к решению бесконечной системы интегральных уравнений. Пусть в урав- 
нении (4) $ 11 ® 


а =2т -- 1 (т целое число >> 0) 
(и) = али + зи +... - азии и2" +1, 


Ф(х, = -и2> р за (2-1) ма, У (0 = СО, 
К =0 


причем все уг» +1 (+) суть периодические функции # с периодом 1, непре- 
рывные в интервале 0 = {= 1. Тогда соответствующая бесконечная си- 
стема интегральных уравнений будет иметь вид 


2эв+1 (2) = Ви (И В ({ Сэьуя (&, т) Ра [21 (т), 23 (т), ...]4“, (35) 
0 


т - . 
1 Число а здесь можно выбрать также равным У где 4 целое число = 0; 


в дальнейшем доказательстве от этого изменятся при оценках только соответствую- 
щие постоянные. 
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где 
ний Е (2т-- 1) + (в-я-= т) ст 
Е. т. 0 
Вэьа (1) = | Сэь-1 (1 т) Фэк+ 1 (т) ат, (37) 
0 
УХ 2+1 ФА + (1) = 624) = ©. (38) 
Е=0 


Неравенство (38) вытекает из теоремы О. 

Мы начнем с того, что докажем теорему существования для си- 
стемы (35): 

Т ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ. Система интегральных уравне- 
ний (35), при условии, что 1 


У ен. = ее НМ" (0=:=1, (39) 
&=0 


: 1 п“ 40 
в < ши (и, ам.) (40) 

где 

Л 


М — три. 


(40°) 
(а коэффициент в условий Липшица), имеет решение 2+1 (1) = Фэьч1 (1), 
принадлежащее пространству Аз, причем все функции фэк+1 (т) будут 
непрерывными в интервале [0 =#=—<1 и периодическими с периодом 1, 
если этими же свойствами обладают функции Фу: (1). 
Доказательство. Для доказательства теоремы мы воспользуемся 
методом последовательных приближений. Условимся р-ое приближение 
к функциям 22+, (#7) обозначать индексом вверху 50), :(#). Символ 24) (#) 
будет сокращенным обозначением р-ого приближения к точке 2 ($). До- 
казательство мы разобъем на две части. В первой части мы покажем, 
что каждое приближение 2) (1) является точкой пространства 43, причем 


#7? [2®) (1), 0] < и с?М? при любом р =0, 1,2, 


Отсюда непосредственно т следовать, что и предел Ш 2) (1), если 
р-> со 
он существует, также принадлежит А., причем 


в? [2 (#), 0] <1 
Во второй части мы покажем, что предел т 24) (+) =2(1) действи- 
р < 


тельно существует. 


'В формуле (39) величину С? мы будем считать равной с? = зар С? (1) при 
От 9: 
Значение постоянной Л будет указано ниже. 
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1. Из (36) и (40’) имеем: 


М 
| Сава (® 7)| < кт ° (41) 


Положим в нулевом приближении 
(0 
2% 1 (#) = Вэи+1 (#); 


тогда из (37), (39) и (41) имеем: 


со со 1 
а (2-18 а (= № (2-16 { | бл (1, т) Ф-ь+ 1 (т) а = 
в=0 во г 


со 1 
=м (2-1) \ ФТ, 1 (т) 41 — 


1 — 
ее м? | {Хок и (| 4 = @М%. (42) 
й К =0 
Из (39) и (42) вытекает, что точка 2© (1) = [2 (1), 2 (1),...] принад- 
лежит Аз, причем 


(Е 20° 1 О. (43) 
Положим 
из (2, }=У2 УХ =®. (Юэ (26-1 пох, 
&=0 


тогда, пользуясь неравенством Шварца и (43), найдем 


шо (| <У2 Зывнел-иЗИ ($ (0 (28-0 орет} = 
Е=0 


<И2 [20 (1), 0] % С при всяком хи при 0=<#=—<1. 


Выберем теперь число В = И2-ь, тогда на основании леммы Ш получим 
22 [1 (шо (х, #)), 01 = 9? [7 (2© (1), 0] < АЗ? [20 (4). 0], (44) 
где 


А? == 16 в. 2, в — Шах (В,, 6,) 


в —= тах |” (и)! 
и при |и| < А. (45) 


Теперь для первого приближения находим 
1 
21 (И — Жо (1) = в | О) рые (<), . Тата (46) 
0 


з (41), (44), (46) выводим 1: 


1: Законность интегрирования в неравенствах (47) следует из леммы Г. 


30 Н. А. АРТЕМЬЕВ 


х (2-1) [440 , (1) — 2%, (И = 92 [20 (1), 20 (1)] = 
Е =0 


1 
=? У (28-1 {| бы (турьы т = 
0 


В=0 
1 


ке окыу [ сн, Эда = 


0 
1 


= 2 М? | 2226), Ор 4т = 2%? М? (47) 
0 
Пользуясь теоремой треугольника, находим: 
® [50 (1), 0] < ®[=0(1), =®(1)] - %[2® (1), 0] 


или на основании (43) и (47) 


в [20 (1), 0] < (1-4 М) 4? (0<:<1. (48) 
Аналогичными рассуждениями докажем, что если 
® [26 (4), С - 9 (0=:=1), 
то 
ие [2-2 (5), = АМТ у (0=:=<1. (49) 


1 — 4 М 


Из неравенства (49) вытекает, что каждое приближение 2) (1) при- 
надлежит пространству А, и притом при всяком 0 <=1=—< 1. Если суще- 
ствует предел 

3) (уе (Р), 


р > © 


то очевидно 


1 


% [3 (1), и т ды 00 (50) 


и, следовательно, точка 2({) будет обязательно принадлежать простран- 
ству А. при любом 0 <1=<1. 

Проверим, удовлетворяет ли точка 3({) (если предел существует, что 
мы пока предположим) условиям (44) и (45). 

Из (50) и неравенства и легко найдем 


|и (х у а У2 +в 
при всяком хи при 0—1. 

Таким образом, полагая В =У2ь, находим по уравнениям (45} 
число А и по (31) число ©, затем по (40) выбираем и наконец из (39) 
выбираем с; тогда каждое приближение будет удовлетворять (45) и 
условию 


и% [2 (1), 0] < 1, 


и все операции, которые мы производили, оправданы. 
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2. Теперь остается доказать существование предела 
о па: (0) = 2и+1 (1) (==) рн 


Полагая, как и раньше, 
1 
р (2) == | Сэк+: (1, 7) Фьь (т) ат, 
0 


оцениваем расстояние точки 5 от начала координат в Гильбертовом 
пространстве 


2? [< (2), 0] = ® [20 , (2) == р {| те т) Фи +1 (<) а == 


в=0 К=0 
1 [©] со и 25) 
ФА (| | 1 \ р) 
< м {Уна [ Ханн | | ЗОН д < 
$ =0 в=0 о А=0 
= Мес? (О в (51) 


Предположим теперь, что полином }(и) удовлетворяет неравенству (31), 
если [и | и Е Тогда для каждого приближения 2) будет 
справедливо условие Липшица (34). 

Применяя ва этом основании условие Липшица к точкам 26 и 0 
Гильбертова пространства, получим: 


т [/(20(#)), 0] < а" [20 (#), 0] < «Ме. (52) 


Оцениваем теперь расстояние г [5(1)(1), &©0(1)]. Имеем 1: 


на, а -И Умео-А, о 
а ИУ {| Си (Ь, т) рь+1 (59) 4} = 
рек 


ба (Ь т) Ва, (22) ат < БМасу лв (0<1=<1. (53) 


Л 
‚= 
Им 


Точно так же находим: 


г [2 (1), 20 (1] = в У | сли (#, т) [ола (209) — дач (ат < 
К=0 
= (м«Мт,)* Ме\ь. 
Применяя метод индукции, получим неравенство 


я АУ 2%) (1)] < (ца Мт"" Мев (011. (54) 


. ао функций а ) каждого приближения была доказана выше, 


так же как непрерывность функций /, [22 1), (1), ...], а следовательно, опе- 
рация интегрирования законна. 
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Пусть теперь 2@, 20+0,... , 2+2) — точки Гильбертова пространства, 
определяемые последовательными приближениями из системы (35). 
Из теоремы треугольника имеем: 
т (20+2), 27) = (20) : 9+1) -... т (29+2), &@+Р-1). 


Подставляя в правую часть этого неравенства формулу (54), получим 


Е. (55) 


4—0 ? 


< 


т (20+), 50) = Мс В+: 


где 6 = цо.М\.. 
Если теперь | удовлетворяет неравенству (40), т. е. 
1 
Е ам, 
тогда д <1и из (55) находим: 
аа 


г (2042), 29) < Ме Е 


Отсюда следует, что, каково бы ни было число => 0, можно, выбрав / 
достаточно большим, сделать 
г (2019, 2) < =`ари 01—11 (56) 


каково бы ни было число р. Для этого должно быть 


; ВЕ 18 (1—0) — 18 (Меце) 
м - 188 “. 


Теперь мы можем утверждать, что последовательность точек 2%), 
39),...,2Ф),... есть фундаментальная последовательность. Вследствие 
полноты Гильбертова пространства всякая фундаментальная последова- 
тельность есть в то же время сходящаяся последовательность. Таким 
образом доказано существование предела последовательности точек 2), 
РАО ар, МВ, 

Во (В = 2 (0). 
фр со 


причем каждая функция а (8) стремится к своему пределу зи (1) 
равномерно в промежутке 0 = #=—14. 


Остается показать, что функции 2», (1) удовлетворяют в пределе, 


т. е. когда р- оо, системе (35). Имеем: 


2+1 


8: (И = Ви (К + в [би (2, т) Ррь+1 (22-0, 2-1,...) 4 
о (=0. 1) 


Переходя в обеих частях этого равенства к пределу при р-оо, что за- 
конно в силу равномерного стремления функций а (2) к пределу, по- 
лучим: 


1 
аа (1) = Ва (В Ц [бы (#, ®) рана [51 2... 147, (в =0, 4,...), 
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причем все функции 22..,({) будут непрерывны при 0 = #—<1 и перио- 
дичны с периодом 11. 

Таким образом теорема существования доказана. 

Из только что доказанной теоремы существования непосредственно 
вытекает теорема существования для уравнения в частных производных 
(4) с условиями (5), (6) $ 1, которую можно формулировать следующим 
образом: 

П ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ. Если? а=2т - 1 (т— целое 
число}, 

7 (и) = али + аз +... - ата и" +1, 
Гиз) — У (и) | аш из| при |и| В, 


Ф(х, м аа зщ (2-1) пх, Ущь-си=жа 


{постоянная с достаточно мала), причем функция Ф (т, #) непрерывна 
относительно & при 0<1=<1 и Ф(х, 1 =Ф(х, 1-1), то уравнение 
{4) с условиями (5), (6) $ 1, при ц достаточно малом, имеет реше- 
ние и(х,1) периодическое в Ё с периодом 1, непрерывное вместе со своими 
производными до 2-го порядка включительно в области © 3. 

В первой части доказательства | теоремы существования мы пока- 


зали, что и(х, 1) ЕА., а следовательно, как и(х, #), так и производная 
93 


и б 0?и 
Яя непрерывны при любом ити Эа 


ренцированием ряда Фурье для и (т, 1. 
Из уравнения 


может быть вычислена диффе- 


ди О?и 
баз = 43 + Ф(х, #) + В (в) 


д?и 
теперь следует, что и —— непрерывна также при любом хи &, так как 


41? 
мы можем ряд Фурье для и(х, #) подставить в правую часть уравнения, 
которая будет непрерывной функцией 2 и # в области ©. 


$ 8. Теоремы единетвенноети 


1 ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ. При соблюдении условий Г тео- 
ремы существования система интегральных уравнений (35) допускает 
только одно непрерывное решение 3(1), принадлежащее А., для кото- 


рого расстояние 
#31) 91 


1 Периодичность функций 2›,.,(!) вытекает из свойства Функций Грина 
Ск 1(1, *), отмеченного в конце $ 5. Непрерывность функций 2›,.,(#) следует из 
свойств рядов к 1 (21 23,...) и функций Со, ,, (&, <), благодаря которым каждое р-ое 
приближение т непрерывно, а следовательно, и ЕЕ. В в силу рав- 
номерного стремления к нему. 

2 См. сноску на стр. 27. 

з См. сноску на стр. 15. 
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Действительно, предположим противное, т. е. что кроме непрерыв- 
ного решения 5 (1) = {21 (0), АН) ос у, найденного выше, существует 
другое непрерывное решение системы (35) 2 (#1) = 12, (8), 3 (1), ...} тоже 
ЕАз и для которого расстояние %[7 (1), 0] < 1. 

Так как 0 (1) =2(1) по предположению, то 


г (2), 5@ = > [бз-а (1) — 22+: (ИР == 0 (57) 
во 


по крайней мере в некоторой части ® интервала О < #=—< 1. 

Расстояние г[7, 2] есть непрерывная функция # во [всем интервале 
0={=<1, так как обе точки ЕД, и все 22441 (1), 24.1:(1) (Е =0, 1,...) 
суть непрерывные функции #. На этом основании мы можем утверждать, 
что существует верхняя грань / для расстояния г[7Й, 3] при О<{=<1, 
т. е. что 


т[2 (1), 2(1)] <1, когда 16, 


причем 
[2 (1), &()] = (58) 
по крайней мере в одной точке 1 бо. 
Имеем: 


1 
и +1 (1) — 22141 (И = В | Ска (Ь т) [+1 (21, 2з, ...) — 

0 

ре 2-е ОА: (59) 

В силу того, что %[7(1), 0] < 1, а следовательно, 
| (т, |< ИЗчь где (т, ) =У2 У 24а (9 зв (2-1) тг, 
Е =0 
мы можем применить к точкам Й и 5 условие Липшица (34); получим: 
[7 (2), 1 (=)] = «г(Й, 2). 


Далее, из (59) находим: 


т (2, =) <= В Му.о1- (60) 
Выбрав теперь опять 
вм ©<8<1), 


сейчас же из (60) получим: 
г(2, 2) = < 1, 

что противоречит (58), и следовательно, теорема доказана. 

Из этой теоремы вытекает теорема единственности для уравнения 
в частных производных, которую можно формулировать следующим 
образом: | 

П ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ. Если соблюдаются условия ШП 
теоремы существования, то задача (4), (5), (6) $ 1 допускает при | 
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достаточно малом только одно непрерывное решение и (х,&) вида (13) 
. 4, принадлежащее Аз, и для которого удовлетворялось бы неравенство 


и (т, [| <у2 а 
П МЕТОД 2 
5 9. Приведение задачи к одному интегральному уравнению 


В этом параграфе мы покажем, каким образом можно свести задачу 
к одному нелинейному интегральному уравнению. Для этой цели мы 
укажем эффективный метод построения некоторой функции К (т, & &, т), 
которую будем называть функцией Грина. 

Теорема р и т нам, что уравнение 


| — (2т + 15 = Ф(х, И + ВЛ (а) 
при соблюдении соответствующих и имеет периодическое решение 
и (х, 1), разлагающееся в ряд только по 
эт (2-1) тх. 
Мы докажем теперь, что это решение является также решением не- 
линейного интегрального уравнения для и (х, #): 


ие, д = [Ков ь Фо + 6 Е ат, = (61) 


где 
К (х, & т, т) — 


со ор) пез А+) соз[ (ры) (ета) | 
1 о ы п. (— 1} (2+1) 


Это утверждение эквивалентно следующей теореме: 

ТЕОРЕМА. Пусть условия [Г теоремы существования выполнены и 
пусть 2241(1) (Е =0,1,...) есть решение системы интегральных урав- 
нений (35) 


Зака (#) = В: (ЕВ | Сэь+1 (ВТ) Ри [21 (т), 23 (т), ... 14т (Е =0,1,...), 


принадлежащее пространству А.. 
Тогда функция 


)=И2 Ули! (И т (26-1) пх 
Е=0 


удовлетворяет интегральному уравнению (61). 


1 Это следует непосредственно из выражения функции и(х, () через коэффи- 
циенты 2од,1 (1). 

* Этот метод мы называем вторым, так как можно было бы получить теоремы 
существования и единственности $ 8, исходя непосредственно из свойств функции 
К (х, Е; 1, т), которую мы дальше вводим, и не прибегая к предыдущим теоремам 
о бесконечной системе (35). 

3* 
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Доказательство. Умножаем каждое уравнение системы (35) со- 
ответственно на и? эт (2-1) пх и суммируем по № 


И? хх эк (#) эт (2-1) пх=Еи (х, 1) = 
й=0 


— у? ы | Сок (Ь, т) зт (2-1) пх [Фи 1 (т) | ЦР (21, 23. ...)] ат. (62) 
б 


Так как 
М 
| Сэича ($, *)1 <=, 


| Фаня (т) - Шри (2, 2...) Зое < т<1), 


то ряд 


Ут п (22-1) пх Сон +1 (1% г) [Ф>» +1 (Т ) — МР (21, 23, ... )] 


К =0 


сходится абсолютно и равномерно в области 0<т<1, О<ь т<1. 
Вследствие равномерной сходимости этого ряда мы можем проинтегри- 
ровать его почленно по т, т. е., иными словами, в (62) мы можем пе- 
ременить порядок суммирования и интегрирования, после чего получим 


1 со 
и (т, 0=У?2 [4 Уп (2+1) тг бы (6, т) Фа (1) + 
0 К =0 


+ КРь+ь (1, 25 +..)]. (63) 


Заменяя в (63) величины Ф.» 1 (т) и }541(51, 2; ...) их значениями 


НИ С | Е 


1 


(а 2ь --.)= У | в (6, п) эт (2-1) чё 46 


0 


находим 


и (Е 2 "У [ово+ 
^=00 


0 


-Е 4 (и)] Сък+ь (Ь т) за (2-1) пх за (2-1) пЕа&. (63’) 
Рассмотрим ряд 
со $ (2% +1) пл зш (2+1) = 00$ [ожныа (2-4) (| сет 5)| 
№ (— 1) (2-14) +24) (64) 


который мы обозначим через п (2т -| 1) (— 1)" К (х, & ь т). Ряд (64) 
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сходится при любых значениях х, &, {, т, так как он может быть пред- 
ставлен в виде суммы четырех сходящихся рядов: 


2 © 
к(2т--1) (—1)" Ко 


и (1+1) 
4 ©® 
1 5 0$ (24-9; 
ее А, . 65 
820 (1) (2+1) о’ 
где 
и =т(а— ЕТ), в, =т (ЕТ), 
в =п (ЕТ), в =т(а + Т), 


т (2т--1) (1—5). 


Функция К (5, &; #, т), рассматриваемая как функция от & абсолютно 
интегрируема по & в любом конечном промежутке и при всяких значе- 
ниях т, $, т, так как сумма ряда (65) выражается формулой 


(2т--1) (—1)” К (2,6 Ьт)= 6 Уи) Е (о, | 
где ыы = 
ит оО = ` (66) 
9 (©) =} 0 » = — т 
—1 » (21-1) 5 << (21-2) 1—1 ) 


п — целое число. 
На этом основании [4] мы можем интегрировать почленно, по &, ряд 
Фурье этой функции, т. е. ряд (64). 
По этой же причине мы имеем право интегрировать почленно 
по & ряд 
У (2А+1) пазл (21-1) п бъча (Ь Г БО-+Ы/ (#6 7) ]. 
в=0 


Меняя порядок суммирования и интегрирования в (63°), получим: 
$1 
ий = | [ коб ьуФе +44, 
оо 


что и требовалось доказать 1. 
Ядро К (т, Е; 1 т) при фиксированных +, &, рассматриваемое как 
функция & т, состоит из кусков плоскостей, параллельных плоскости 


2т--1 р 
1 В случае а = Нея задача также может быть сведена к одному интеграль- 


ному уравнению аналогичным приемом. Соответствующее ядро будет уже, конечно, 
другое. 
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&. Оно имеет конечные разрывы вдоль параллельных прямых, совпа- 
дающих с некоторыми из характеристик: 

Е— (2т -Е 1) т = с0п34, 

Е (2т -- 1) т = сопз. 


Эти прямые определяются уравнениями: 


= (=1, 2, 3, 4) 


п — целое число или нуль. 


$ 10. Явление квазирезонанса 


В этом параграфе мы укажем характерные особенности изучаемой 
задачи, а также ее физический смысл. 

Возможность доказать теорему существования по методу последова- 
тельных приближений была основана на свойствах пространства Аз, а для 


этого в свою очередь необходимо, чтобы функции Грина удовлетворяли 
М 

оценке вида | С» (1, т) |< . Если а иррациональное число, то оценка 

функций С, имеет вид: 

у М 

аъ 


К] м —— 


2 


при этом 


ва -бо^. == 0, каково бы ни было К =1, 2... 


Пусть у нас имеется система п уравнений с п функциями: 
1 
(= |2» (2 т) [Фи (®) + ВА (с... 29 (КА... п). (67) 
0 


Выбирая из п чисел 


ах 
51 —5 


- 


ы (1... п) 


наименьшее и обозначая его через =, получим следующую оценку функ- 
ций С»: 


М М 
|Сь(, т) [< =-р (=1... п). 


Поэтому любая конечная система интегральных уравнений (67) имеет 1 
при | достаточно малом решение, во всяком случае при произвольном 
а, не равном целому или рациональному числу, и при известных усло- 
виях относительно функций [», что легко доказывается методом после- 
довательных приближений. 

Таким образом существенным затруднением при иррациональном а 
является предельный переход п-»> с. При этом мы видим, что каждая 
функция С» в отдельности ограничена, но совокупность всех функ- 


* Если Ф, (т) обладают достаточно хорошими свойствами. 
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ций С» не ограничена. Это явление мы условимся называть «квази- 
резонансом». 

Основываясь на этих соображениях, еще нельзя сделать, однако, 
заключения, что при иррациональном а периодических решений не су- 
ществует, хотя такое предположение не лишено оснований. 

Рассмотрим уравнение 


д? 0? 
яв — 42-55 = Ф (1,1), (68) 
где 
со + со 
= > № скуп Ктх ети (69) 
Е=1]=—©< 


есть сходящийся абсолютно и равномерно в О ряд Фурье. 
Пусть требуется найти непрерывное, вместе с производными 
0?и 0?и 
91? › 952 
в области О, решение уравнения (68), удовлетворяющее граничному 
условию 
#0, =в(Ц=0 (70) 
и условию периодичности 
# (т, 0) = в (5,1) 
К 
д |1=0 0 


(71) 


=1 


Очевидно, если такое решение существует, то его можно разложить 
в сходящийся ряд Фурье вида: 


и (2, = У о уу эт Ат ети. (72) 


Умножим обе масти уравнения (68) на е?"И зш Апх и затем проинте- 
грируем по области О 
9?и ди 6 
ный 211 =: . 
Она де 6" 911 ит ат аЕ== вь;. (73) 
2 
Производя в (73) интегрирование по частям и принимая во внимание 
граничные условия (70) и (71), получим: 
съ; 
рф} :] 
УЕ — зай — 4]? ? 
или, полагая а = 26, 
С; 


| (74) 


27: — а 
4т (ву = аа — 


Из формулы (74) заключаем: 
Т. Если 


Вау чии (РИФ) == 4) 
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причем все 
[ел = 0. 


то задача (68), (70), (71) не имеет решения, так как 


2 Р р 
к ое } 
если | 
Ер= +19, 


т. е. имеет место резонанс. 
Очевидно резонанса не будет, если все коэффициенты ск;, у которых 


индекс А делится на 4, равны нулю, или если все коэффициенты сь;, 


у которых индекс ] делится на р, равны нулю. В частности, если В == 
эт-+1 
== И (т — целое число) и если все коэффициенты |с2к,;| = 0, то ре- 


зонанса не будет. Именно для этого случая нами была доказана теорема 
существования в $ 7. 

П. Если 6 иррациональное число, причем |св;| == 0 (Е =1, 2, ... 
=0, |1, ...), то знаменатель в формуле (74) не может обратиться 
в нуль. Тем не менее оказывается, что при некоторых иррациональных 
значениях 6, образующих множество мощности континуума, имеет место 


квазирезонанс и задача (68), (70), (71) не имеет решения. Случаю Ц со- 
ответствует: 


ТЕОРЕМА НЕСУЩЕСТВОВАНИЯ. Уравнение (68) с граничными 
условиями (70), (71), при условии 


ео (Вафа, сани бе Ча) 


при некоторых иррациональных значениях а, образующих множество 
мощности континуума, не имеет решения, непрерывного вместе с произ- 


0?и 0?и о 
водными 5, оз 8 области ©. 


Доказательство. Для того чтобы ряд (72) бы сходящимся, не- 
обходимо, чтобы 


о 0, 
Е со 
7-Е 
Поэтому для доказательства теоремы несуществования достаточно 
показать, что среди коэффициентов ^^; существует счетное множество 
коэффициентов, удовлетворяющих неравенству 
[ул —— М, 
где М — произвольное положительное число. 
Рассмотрим множество функций 


№ (е) = 8—4, 2,...; 1=0, 44,...). 


Рассмотрим также множество нулей всех функций ][»;, которое обоз- 
начим через 5. Множество 5 есть, очевидно, множество всех рациональ- 
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ных чисел. Следовательно, точки множества 5 повсюду плотно запол- 
няют прямую. 


Везде в дальнейшем, для простоты, будем считать 9 >> 1. 
Возьмем произвольное иррациональное число &> 1. Пусть этому 
числу соответствует бесконечная непрерывная дробь 


1 
= — 1 
Ч = 
т а 
Выберем какие-либо два индекса Ё,, 1, удовлетворяющие условиям 
К, _- 0, т. == о 
1 


Дадим теперь у такое иррациональное значение, чтобы дробь! 


| съ. | 
| в.д, | = | А. 
Полагая 
Е 
ЮЛ в 
имеем 
^ - Та = 
ЕЯ 
Выбираем теперь ф так, чтобы 
И 
р 
откуда 
3 ^. 
К, = я =. К: ЕЕ 21, 
где 


= ЕН ` 
1 — МЕ, 
Выбираем теперь какое-либо целое положительное число р.:, удов- 
летворяющее единственному условию 


1 р 1 
т т 


и строим интервал (А., В,), где 


РЕ) Е и, 
АЕ-ЯЕ: Ро а, 
Выбирая за 9 = 9, любую иррациональную точку интервала (А;, В), 
будем иметь 
| “ув, | > М. (75) 
Берем теперь какие-либо два индекса №., /з, удовлетворяющие 
условиям: 
Е - 
Е, > 0, Ты. 
2 


1 Множитель 4=? при 1»; в формуле (74) мы опускаем. 
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По свойству подходящих дробей 
-—-Е(А,, В,). 
з 


Дадим теперь ф такое иррациональное значение, чтобы неравенство 
(75) сохранялось и чтобы |», | > М. 
Полагая 
| бд» | 
В, 
Кз + У 
и повторяя те же рассуждения, найдем, что при любом иррациональ- 
ном числе 
9зЕ (Аа, В!) - (А, В.), 
где 
Аа 1 в 1 ыы 
Е не р? = 
з Ру р Л з 
. Р2 
будут соблюдаться неравенства: 


к 
[Уз | _ М, | Увд. | = ых 
Отсюда по индукции вытекает, что можно построить последователь- 


ГР 7 

ность иррациональных точек {9.1} и интервалов (ыы, ты та- 
`224+1 2+2 

кую, что 


5 | АЯ | № = 1 у 
-> прин... 


|] т. 2 
эт 1121 | [Канат — 7 алал | 


| и В 


В силу выбора индексов Аи, ]2п+1 Последовательность точек п 
будет иметь точку сгущения 9, принадлежащую одновременно всем 
интервалам (А>:+1, Въ: 1), т. е. 


со 
ФЕ П (Ата, Вт 1) 
т=0 


и для которой все 


|» | Мб 


2п+179 4-1 
Эта точка сгущения будет иррациональным числом 
1 
Ра а 
р. 4 о оси 


Каждому иррациональному числу о > 1 мы можем одно-однозначно 
сопоставить иррациональное число ф. 


Отсюда вытекает, что множество иррациональных чисел а, при ко- 


торых задача (68), (70), (71) не имеет решения, имеет мощность конти- 
нуума, что и требовалось доказать. 


$ И. Пример несуществования периодичееких решений 


Основываясь на теореме несуществования периодических решений, 
доказанной в предыдущем параграфе, легко построить сколько угодно 
примеров нелинейных уравнений, содержащих малый параметр А, 
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которые заведомо не имеют периодических решений, являющихся голо- 
морфными функциями от |4, несмотря на то что соответствующие ли- 
нейные уравнения имеют периодическое решение. В этом параграфе мы 
рассмотрим пример, из которого вместе с тем будет виден и общий 
путь для построения подобных примеров. 

Теорема несуществования сохраняет свою силу и в том случае, если 
модули некоторых из коэффициентов ск; равны нулю. Существенным 
является лишь следующее: множество нулей всех функций },;(9) = 
— А? 9? —]?, у которых индексы №,] принимают такие значения, при 
которых | ск; | == 0, должно содержать точки, повсюду плотно заполня- 
ющие прямую или по крайней мере какой-нибудь отрезок прямой. 
Тогда на этом отрезке всегда найдутся иррациональные значения а, 
при которых сколь угодно большое число коэффициентов 1»; (исчислимое 
множество) будет по модулю больше, чем произвольное число №. 

Пусть дано уравнение 


0? и 9 и о 
т: та = Ф (1,1) ви (76) 
с граничными условиями 
и (0, 2) =0, ци (6 1) Е (70) 
пе 9—0 
ди ой (71) 
Твен 


Будем искать решение задачи (76), (70), (71) в виде ряда 
О (х, 1, №) = № (5, й - Ки, (5, й-+... (77) 
Функции и, и и, должны удовлетворять уравнениям 
0? д? 
а — 425 = Ф (1,1) 


912 аа 
Ио (х, 0) — 50 (2) 1) 


(78) 
диз __ 9% 
ОО 91 
я а = и (9, 1) 
01 2 р 
и. (5, 0) =: и- (х, 1) (79) 


я 
© 

— 
— 
= 
— 
© 
я 
© 

реч 
— 
< 
— 
| 

ВЕ. 

`Зечнк. мании а рааннньк^ 


Пусть теперь 0 (1) будет функция, удовлетворяющая следующим усло- 
ВИЯМ: 
1) 
2) 


(0 =0(#+ 1); 

0 (1) непрерывна вместе с производными не ниже 2-го порядка; 
+ со 

3) пусть 82 (1) = У 2" и пусть все коэффициенты 4», вещественны 


В=—< 
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и отличны от нуля: 


дк == 0 (КО 


Положим теперь: 


Ф (5, = эт пе (3 


20 2т 0) 
32 + т0 ). 


Непосредственной проверкой легко убедиться, что при таком выборе 
функции Ф(х, #) линейное уравнение (78) имеет при любом а периоди- 
ческое решение 

Но =. (80} 


Докажем теперь, что уравнение для и, (5, {), т. е. (79), не имеет ре- 
шения, разлагающегося в сходящийся ряд Фурье вида 


+ с5 со 
и: (2, (= № ро Виа [1х е\ =. (81) 
Е=— © 9=1 


Действительно, разложение функции и? (т, 2) имеет вид: 


и (1,2) = за пх ($) = 


со + со 
и ЕО Чк : : ККИ, 82 
= ЕЕ ВЫ (82} 


Подставляя (81) и (82) в уравнение (79) и сравнивая коэффициенты. 
находим: 


Мала, в == о - (12, в = 0), 
где 
р 8 1 
= ея" 


Покажем теперь, что надлежащим выбором числа а можно сколь- 
угодно большое число коэффициентов (бесконечное множество) сделать 
большими произвольного числа М. Множество нулей всех функций 


фанк (9) = (27-1) № (]=0,1,.5Е=0, 44...) 


есть множество всех целых чисел и всех дробей с нечетными знамена- 
телями. Точки этого множества повсюду плотно лежат на прямой. 
Этого обстоятельства уже достаточно, чтобы теорема несуществования, 
доказанная в предыдущем параграфе, была применима к этому случаю. 

Таким образом из этого примера мы видим, что теорию периоди- 
ческих решений, построенную Пуанкаре для обыкновенных дифференци- 
альных уравнений, в некоторых случаях нельзя распространить на ура- 
внения в частных производных. 


Научно-исслед. институт 
математики и механики 
Ленинградск. гос., университета 
им. А. С. Бубнова. 
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М. АВТЕМТЕУ. ОВЕК ПОТЕ РЕВТОР15СНЕМ ТОЗОМСЕХ ЕВ М1СНТИЛМЕАВЕХ 
РАВТТЕГГЕМ ОТЕЕЕВЕМТТА ТС ТЕСНО ХСЕМХ 


ЛОЗАММЕМЕА ОМС 


Уее Аш{ареп 4ег Зе \теапязВеогле Габтеп хаг Отпиегзасвиие ег 
рег1оа15свеп Тбзипзеп 4ег плов шеагеп рагыеПеп Оегепиа]2е1свлпзеп. 
Р1е плов теаге АщеаЪе аБег @е Зспулиеипяеп ег ЗаМе 136 еше 
Ач{аре з0]сЪег Аг, месЪе шап ш Го!сепдег \№е1зе {огтаЦегеп Капп: 

Мап Пп4де ете ЕарюКИоп и(х,#) \меоВе {4ег рагиеПеп П1Негепа]- 
оЛесвиио 

ди 2 д?и 
92 ` Ч д 


=Ф(т, й + ЕЛ(и) (1) 


[а 15% еше Копуашще, д еш Юештег Рагашеег, }(и) еш Ро]упот, 
Ф еше рего41зсве ЕопКйоп 4ег Де 1, 4. В. Ф(х, 1) =Ф(х, Е + 1], 4еп 
ВапаБед1тоетиоеп 
(0) = (2) 
мп еп Вед1оеипоеп ег Ремод1ящаь 
й (2, 0) =и(х, 1) 


ЕВ: 
т И © 


{=1 


еп, ип Че пез Штеп Аейипрей №5 хаг 2-еп Ог4пип т И 


=" 
9—1 


Ейг Фе 1.бзапх ппзегег Амаре Бепиёеп \иг 2\е1 Мефо4еп, @1е 
тИештапдег епр уегрип4еп зша. П1е ег\е Мефо4е Безе ш 4ег 
ТагасКРаВгопо ег АцшаБе ап{Р еп ипер4ПсВез Зуз4ет уоп П\есга]|- 
зесвипсеп, Гаг уу@свез \т 4еп Ех15{еп1зафр уегтиИе]$ заК2еззлуег 
Аппарегиох Бе\уе1зеп. П1е 2меце МеМо4е Безфе Чат, 4азз шап еше 
Стеепзсве Еипкйоп ш еНекйуег \\Уе1зе сопзбгилег. УегтиИе]$ Ч1езег 
СтеепзсВеп ЕКипЕМоп улг@ даз Ргоеш азЁ 41е Т,бзапе е1тег п1сВИ1теагеп 
Пиеста]о1е1сВипя хагйское! авт. 


‘зезсоззепей Сефлее о Зейе 136. 


+ Опбег рагмеЙеп АЪейиапсеп 2-6ег Огдпипе уег4еп У" паг 1е]еп1зеп уег5ейеп, 
0и | 0% 
уе1спе ш @4е СЛесвипя (1) ешпзеВеп, 4. В. ая 9 * 


6 №. АВТЕМТЕУ 


Т Мемоде 


Ут засвеп @41е СЛесвипсент (1), (2), (3) аагсь Еочмеггее уоп 4ег 
ЕРогт 


И | У 2к (1) п Апх (4) 


а рейчлед1оет. Пигсв Е1тзеёлих ег Вефе (4) ш 41е С1есвапзеп (1), 
(2), (3) ипа Уег]есвапо ег Кое лепфеп уоп зш тх егва№ тшап аз 
ипепайсве Зузбет уоп сехбвиИсвеп ПО1егепма ес апсепй 


2 ++ п? а? К? к = Фь (#) ИР, (21, 2», ...) (5) 

ши еп Вапафед1аоиисеп Чег Рег1о417168% 
2(0)=2(1) \ та 

2(0) =2(4) | 


Н1ег зш4 Ф» 91е РопгегКое 12лепфеп Чег КопКкйоп Ф(х, 1), р, (21, 22, ...) 
41е Еопмегкое 1легцеп 4ег КопК®оп [и (2, #)], ле Рофепгевеп уоп пп- 
епайсь у1лееп Уегап4егсвеп 21,2.,... ЧагзеПеп *. Уегт1Ие]5 ег Стееп- 
зсВеп ЕипКЯопеп 
сова (1—5) 
и И == й ‚вое © то 


о 
29,91 =. 


Гаргей уйг аз Зузет уоп П1Негепиа]о]е1сВапоет (5), п 4еп Вапа- 
еб ипоиисеп (6) ап! ет ипепаПсВез Зузет уоп паеВтеагеп П\цесга1- 
<есвапоеп 


2, (#) = В, в | Сы т) [1 (<), 25 (п),..]4т  (®=1...°) (1) 
атаск, мо р 


Ви (= \ Сь(ь т) Ф, (<) 4 (=1...5°). (7’) 


Оле ЕипКиопеп С»„ егГаПеп 41е ОпяесВапсеп 

М 

Гал) 5 ат 
к яп —5 | 


(Е =1... 95). (8) 


\УУеппи а ита7лопа| 136, $0 13 еде ЕпаКИоп С» БезсвеапКе. аБег а1е 
(Тезат( Ве 4ег КипкИопеп С» 136 плер® РезсЬгапке. У г зазеп 1 Ч1езет 
КаПе, 4азз Опазшезопайи# ети. 135 а еше сапхе оег гайопа!е Иа, 
зо ушга ег Меппег тапсВег КоипКйопеп С, 2а №1. м @1езет КаПе 

‹ У Беууе1зет (яепе Иа Г ш АтЬеЦ), 4аз$ @е Еллзефлие ег Кочтеггете 
11 Сесвипе (1), (2), (3) ейааЪ 15%. 
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(ЧИ геше Везопапй еш. Зе а=2т--1 (т сапе 7аЪ1)* ипа зе }(и) 
ет ипсегадез Ро]упош. Папп засвеп уха 41е СесБлисеп (1), (2), (3) 
Фагсв еше ЕКочтеггейе уоп 4ег Когт 


=Уз Хы эт (26-1) пх, (9) 


хе све пог ипоегаде КоеШллегтцей еп, хм Бейледеет. ш @1езет 
КаПе пит аз еп{зргесвепае Зуз4ет уоп ипепайсвеп Гицеста\7е1свипзеп 
Фе Рог 


© 
22в+1(1) = Въь+1(Й) в | Си (1, т) ррьча [21 (7), 2з (т),...]ат (10) 


ап. Зат1ере Сгеепзсвей ЕипКИопеп С»›к., ег!аПеп @е Оп]есвиисеп 


| Сзв-+(ф, т) | < 


т (Е—0,1,..., 05; М = Сопз%.) (11) 

Мг Вафеп Беулезеп, 4азз 1п Ч1езет ЕаПе 4аз Зузет (10) Без сепй- 
сепа Мештет | (ип@ ап4егеп Ве теипоеп) еще ша ПицегуаЙе 0<#=<1 
ейсе (пеЪзЬ Шгеп егз4еп ип4 ямецеп Аецлисепт) Т.бзапе Ва, @1е 
регло41зсВ 13%. 

Ейбг деп Вемхез 4ез Ех13{1еп7за1тез Гайтеп улг деп Вест 4ез КипКио- 
патаатез А» еп. 

Ре! 1110. Оле КипКкиойп Ф(х), у@све ег батше 4ег Еочтег- 
геше 


Ф(2) =У2 \ 2 мп та (12) 
ВЕЕТ 


о1елсВ 136 (\о т еше сапе Га >0), 135 ет РипКё 4ез ЕапКйопа]- 
гаптез А», \епп 41е Веше (12’) 


Уи=е<+ою (12’) 


Копуеголег$. 
Ез зе1 Ф, (2) А. ппа Ф,(х)8 Аз ипа зееп 


Ф/(@®) = | Ув У зп Ктх, 2 0 


8 


о ПЕ 
Ф. (5) = | 2 ЕЕ эт Атх, — в = 61 
К=1 Е=1 


9т-+1 
1 ег Ех!зйеллза Бе аисв Гйг. а = 


Дав] 184. 


Ш, могт 9>0 еше оапхе 


18 №. АВТЕМТЕУ 


апп Уегдеп \йг Фе Сгдбззе 


ИЯ (ук — %), 
Е=1 


АЪзфапа Чег Рипке Ф, (2) чипа Ф,(х) 4ез Ваитез Аз пеппеп ип4 \уегдеп 
че и дем ЗуштЪо] 
® [Ф; (2), Ф, (2)] 
Бехесппеп. Рбг Беперлое РипКе, 41е дет ВКаашт А. апоеббгеп, \уег4еп 
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О ПРИБЛИЖЕННЫХ КРАТНЫХ КВАДРАТУРАХ ! 


В статье даются различные приближенные формулы для выполнения 
кратных квадратур. Рассматриваются случаи задания подинтеграль- 
ной функции как в конечном, так и в бесконечном числе точек 
области интегрирования. Особое внимание уделяется случаю точек, рас- 
положенных на серии прямых или плоскостей в области интегрирования. 
Приводятся оценки приближенных формул. 

В то время как вопрос о приближенном вычислении простого инте- 
грала исследован исчерпывающим образом и в настоящее время мы имеем 
разнообразные способы для его решения, задача о приближенном вычи- 
слении кратного интеграла оставалась в тени. Тому, думается, две при- 
чины. 

Первая состоит в том, что с чисто математической точки зрения задача 
представлялась мало интересной. Поскольку кратное интегрирование 
сводится к последовательному вычислению квадратур, для которых][задача 
приближенного вычисления решена, вопрос о приближенном вычислении 
кратных квадратур может считаться принципиально решенным. 

Вторая, более веская причина заключается в том, что практи- 
ческие проблемы, так сильно влияющие на развитие прикладной матема- 
тики, а иногда и дающие ей новое направление, не предъявляли своих 
требований к разработке приемов практического выполнения кратных 
квадратур по приближению. 

Не так обстоит дело в настоящее время. Ряд вопросов, имеющих большое 
практическое значение, приводится к приближенному вычислению крат- 
ного, обычно двойного или тройного интеграла. 

В настоящем сообщении мы постараемся показать, что рассмотрение 
интеграла от функции нескольких переменных вносит некоторые специ- 
фические черты, не позволяющие всегда сразу же свести весь вопрос к 
приближенному выполнению простых квадратур. 

Выводя формулы для выполнения приближенной кратной квадратуры, 
мы будем предполагать, что такие области интегрирования, в которых 


1 Доложено 22 марта 1936 г. на сессии Группы математики Академии Наук СССР. 
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задано значение подинтегральной функции, указаны наперед. Интерес- 
ного вопроса о выборе этих точек в области интегрирования так, чтобы 
погрешность оказывалась минимальной, т. е. проблемы, аналогичной 
задаче механических квадратур, мы сейчас касаться не будем. 

8 1. Начнем с распространения простейших формул простых при- 
ближенных квадратур на кратные— прежде всего с аналога формулы 
трапеций. В формуле трагеций дается значение подинтегральной функ- 
ции на границах интервала интегрирования и подинтегральная функ- 
ция апроксимируется функцией линейной. 

Положим, что в п-мерном пространстве цано значение функции 


д азам.) (1) 


в п 1-й точке пространства М; (2, 29, ..., 2) (1=0, п). Эти точки 
являются вершинами многогранника в пространстве ® измерений, если 


д= 151 +0. о 
Обозначим область, занятую этим многогранником, через 1 Формула 
и 
ем еее 
ры р) Фи: Ч &|4А| 1 оч ъ ь (3) 
— 


где О, (К =0, п) обозначает значение, принимаемое функцией 0 в точке 
Мь, дает приближенное выражение интеграла. При построении этой 
формулы интерполирующая функция принималась линейной. Величина 


о 


погрешности В формулы (3) характеризуется равенством: 


Ва а ь 
а 

где 4:ь обозначает расстояние от точки М; до точки М», а производная 
от функции И берется в некотором направлении в некоторой точке 
области Т. Формула средних прямоугольников характерна тем, что при 
выводе ее подинтегральная функция принимается линейной, причем 
производная апроксимирующей функции совпадает с производной под- 
интегральной функции в точке, где значение подинтегральной функции 
задано. Значение подинтегральной функции задается в центре интервала 
интегрирования. 

Рассматривая функцию п переменных, зададим ее значение в центре 
тяжести области интегрирования Т, не делая никаких дальнейших 
предположений относительно области Т. 

Получаем формулу, аналогичную формуле средних прямоугольников: 


К един хи) 4% ...жь А Не-а. , в) У, (4) 
ыы 


где и С (сл, с», ..., С,) есть центр тяжести области Т, а У обозначает 
ее объем. 
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Погрешность В приближенного равенства (4) характеризуется фор- 
мулой: 
1 [40 
АЕ (акр 7 (5) 


где / обозначает момент инерции области Т относительно центра тя- 
2 


а? 
О = ] (1; + 100801, ..., жи -- #6084), (6089. - ... - 6082 9 = 1), 
вычисленную для некоторой точки в области интегрирования Т. 
Формула, аналогичная формуле Симпсона, получится путем задания 
значений подинтегральной функции в центре п-мерного параллелепипеда 
и в центрах его граней и ребер. Формула для приближенного вычисле- 
ния интеграла представляется в следующем виде. 
Обозначим значение подинтегральной функции в центре параллеле- 
пипеда через Из и в вершинах через 
Т 
О, Я О сос НН) а, о ея Е о р © 
Значение функции в середанах ребер и граней будем обозначать 
Обе ео 3 С аси, зезиыар я 


Величина интеграла представляется равенством: 


ум А 


п, 


У 
д ИЕ - 490, 1,....1-+ ... + 4" 60, 0,...,0 $ (6) 


< 6 


жести, а | ри производную от функции 


где Г обозначает объем параллелепипеда, а величины 
51, та, 55, о 69 50, оао 

обозначают суммы, распространенные на значения И: первая на значе- 

ние, не содержащее в указателях нулей, вторая на значение, содер- 


жащее среди указателей только один нуль, и т. д. 
Погрешность В формулы (6) характеризуется равенством: 


И А 
В (м ... +4 ) и, (7) 
р. 4“0 
где аи, а», ..., а, обозначают длины ребер параллелепипеда, а [и 


значение производной, взятой от подинтегральной функции в некотором 
направлении в некоторой точке области интегрирования Т. 

Наряду с отмеченными формулами можно указать серию формул, 
служащих для приближенного вычисления кратного интеграла. 

Так, например, в случае, когда оказываются заданными только зна- 
чения функции в вершинах прямоугольного параллелепипеда, имеем 
формулу 
о (8) 

е— 


т 
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где 5..1: имеет указанное выше значение, У обозначает объем об- 
ласти Г. 
Погрешность этой формулы характеризуется равенством: 


ВЕ + ... Е 4) а (9) 


где все величины имеют указанный выше смысл. Приведенные здесь 
формулы ни в какой мере не исчерпывают всех возможных формул, 
служащих для приближенного вычисления кратного интеграла, и явля- 
ются лишь примерами их. В случае, когда в заданной области инте- 
грирования имеется серия точек, где значение подинтегральной функ- 
ции известно, область интегрирования подразделяется на части, к каждой 
из которых применяется одна из указанных нами формул. Само собой 
понятно, что в зависимости от разделения области на отдельные части 
получится то или иное числовое выражение величины интеграла. 

$ 2. Кратное интегрирование сводится к последовательному выпол- 
нению приближенных простых квадратур. В том случае, когда значе- 
ния подинтегральной функции задаются в точках правильной сети, 
рассмотрение вопроса приводится к непосредственному применению 
известных приемов. Однако в ряде случаев необходимы предваритель- 
ные преобразования, на которых мы сейчас и остановимся. Для боль- 
шей простоты письма ограничимся рассмотрением тройного интеграла. 

Положим, что в области интегрирования Т известна точка или опре- 
делено приблизительное значение подинтегральной функции для точек 
серий плоскостей, друг друга не пересекающих. 

Представим себе область Т как происшедшую от перемещения не- 
которой фигуры, которая в отдельных своих положениях совпадает 
с данными сечениями области 7. Будем рассматривать подинтегральную 
функцию как плотность различных точек массы, занимающей область Т. 

Для каждого положения перемещающейся фигуры отметим коорди- 
наты центра тяжести. Обозначим их через Х, У, 1. Выберем на пере- 
мещающейся плоскости некоторые оси ОЙ, ОТ, имеющие начало в центре 
тяжести перемещающейся фигуры. 

Введем обозначения: 

а, В, 1 и а’, В’, |’ — углы, образуемые осями ОП и ОУ с системой 
неподвижных осей; 

$ — длина дуги траектории центра тяжести фигуры; 

Е (5) — поверхностная масса; 

0 — угол между плоскостью сечения и нормальной плоскостью 
траектории центра тяжести. 

Принимая во внимание соотношения: 


х =Х + исоза - о соза', 
у = У ис0з В -- 9 оз В’, (10) 
5 =--ис0з- -{ 96051’, 
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ел 


можно привести интеграл 


| еиоя 9, 2) 4х ау а 


к виду: 


т, 
(с, И, 242 4у4т = | Е (5) 05045, (11) 
2% о 
где 


Р(5) = | /(Х + иооза + о созо", ...,) ди о (12) 
5 


и интегрирование распространяется по площади сечения. Буквой Г, 
обозначена длина дуги траектории центра тяжести. 

Преобразование (10) сводит таким образом приближенное вычисле- 
ние тройного интеграла к последовательному выполнению двойного 
и простого интегрирования. 

Отметим, что из равенства (11) вытекает любопытное обобщение 
теоремы Гюльдена. Если положить 


1 (х, Ч, 2) = 1, 


то тройной интеграл выражает объем ТУ области Т; Е (5) будет пред- 
ставлять собой площадь 5 переменного сечения,-и равенство (10) обра- 
щается в 


Т 
у | 505045. (13) 


В случае, когда 5 остается постоянной и 0 =0, равенство (13) дает 
У. К. (14) 


Таким образом объем тела, образованного перемещением фигуры 
неизменной площади, перемещающейся таким образом, что плоскость 
фигуры остается нормальной к траектории центра тяжести, равняется 
произведению площади фигуры на длину траектории, описанной ее цен- 
тром тяжести. 

Возвращаясь к равенству (11), отметим еще, что аналогичное пре- 
образование имеет место для интеграла любой кратности. 

Так, например, в том случае, когда в двойном интеграле известны 
значения подинтегральной функции для [ряда прямых в области инте- 


грирования, 
Я т, 


(С, аду = | 24) о0з0 45 (15) 
т б 


где 
ь 


Р(в) = | (е+ исоза, 9-Е 9соз В) аш (16) 


ча 
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обозначает интегрирование, распространенное по прямой, а 9 — угол 
между данной прямой и нормалью к траектории центра тяжести. 
Посмотрим, как будет располагаться вычисление. На фиг. 1 изобра- 
жена серия прямых, для точек которых указаны значения подинте- 
тральной функции. 
Выполняем для каждой прямой приближенную квадратуру 


Если принять точку А; за начало, 
а длину прямой назвать [1, то 
Н 
Е (5) = | Га, (17) 


0 


где { обозначает длину, отсчитывае- 
Фиг. 1 мую от точки А;. Значения функции 
известны для ряда отдельных точек 
прямой или величина интеграла дается непосредственыо. Приближен- 
ная квадратура выполняется по одной из известных формул. 
Чтобы определить положение центра тяжести, выполняем прибли- 
женную квадратуру } 
Ф (а) = | ба (18) 
0 


по одной из известных формул. 
Для выполнения приближенного вычисления интеграла, стоящего 
в правой части равенства (15), представим его в виде: 
р 


|2 (6) соз04з = [Р.Ва%, (19) 
0 0 


где ф — угол, образуемый перемещающейся прямой с ее начальным по- 
ложением, а В — расстояние от центра тяжести С до точки пересечения 
прямой со смежным ее положением. 


Применяя простейшую формулу приближенных квадратур, получаем: 
Л 
|2. Ваза { Рлвь + Вузь + м (20) 
0 


где о; обозначает длину дуги окружности радиуса В;, имеющей центр 
на 1-ом сечении в середине отрезка, концами которого служат точки 
пересечения 1-ой прямой со смежными, и заключенной между прямыми, 
смежными с данной. 

Правило построения дуги 0; поясняется фиг. 2. Само собой разу- 


меется, что определение длин дуг может быть выполнено как графи- 
чески, так и аналитически. 
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В случае, когда углы, образуемые прямыми, не велики, точки С и 
Н могут оказаться за пределом чертежа. В этом случае дугу окружно- 
сти следует принять за прямую линию, проведенную через точку С, 
перпендикулярно А;В;. 

$ 3. Рассмотрим вкратце другое преобразование интеграла, имеющее 
целью дать базу для вывода формул приближенного вычисления трой- 
ного интеграла в том случае, когда известны значения подинтегральной 
функции в ряде точек, расположенных по серии прямых, заданных 
в области интегрирования Т. 

Будем, как и раньше, приписывать точкам области Т плотность, 
равную 

ИЕ, ^). 

Пусть через каждую точку области Т проходит одна и только одна 
прямая конгруенции. Отметим на каждой прямой положение центра 
тяжести -С (Х, У, 2). Точки С за- 81 
полняют некоторую поверхность 5. @й- 
Обозначим через и, 9 ортогональные 
координаты точки на поверхности 
5 и через «а, В, | углы, образуемые 
прямой конгруенции с осями коор- 
динат. Величины Х, У, 1; а, В, 
суть некоторые функции от и, о. 
Легко видеть, что 

д=Х - 603%, у=У -- 10038, аи 
=й- #6031. (21) | 

Обозначим через 60 угол, образуемый нормалью к поверхности 5 
с прямой конгруенции, проходящей через точку поверхности, где взята 
нормаль, и через /—момент инерции отрезка прямой, заключенного 
в области Т, относительно его центра тяжести. 

Рассмотрим шар с центром в начале координат и радиусом равным 
единице. Проведем через начало координат прямые, параллельные пря- 
мым конгруенции, и отметим точки пересечения этих прямых с шаро- 
вой поверхностью. Точки пересечения будем называть сферическим изо- 
бражением соответствующих прямых конгруенции. 

Вычисление тройного интеграла 


ие 


может быть произведено согласно равенству: 


| [Гоагауаз= | Рооз048 + | 145, (22) 
т 5 5 


Вы 


где о 
Е= |0, (23) 
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ь 
тия | 02 44. (24) 


Интегрирование производится вдоль прямой конгруенции, причем 
за начало координат принят соответствующий центр тяжести отрезка. 
Пределы интегрирования суть функции от и и 9. Буква с обозначает 
площадь сферического изображения. 

Равенство (22) сводит вычисление тройного интеграла к вычислению 
простого интеграла с последующим вычислением двойного. В тех слу- 
чаях, когда заданы значения функции, стоящей под знаком тройного 
интеграла, для ряда точек, находящихся на прямых, указанным обра- 
зом расположенных в области интегрирования, величины интегралов 
(23) и (24) легко устанавливаются по формулам приближенных простых 
квадратур. Из равенства (22) можно вывести правила для приближен- 
ного вычисления тройного интеграла подобно тому, как это было сде- 
лано на базе равенства (10). 

Отметим интересное обстоятельство. В случае 


И =} (х, у, 2) =1 


тройной интеграл выражает объем. Практические приемы определения 
объема, применяемые при подсчете запасов угольных месторождений, 
например углей Донбасса, равносильны формуле (22) без учета второго 
члена. 

$ 4. Формулы для выполнения приближенных кратных квадратур, 
указанные в $ 1, дают простейшие решения задачи. При построении 
функции, апроксимирующей подинтегральную, принималось лишь не- 
большое количество значений подинтегральной функции. Можно пост- 
роить серию формул для выполнения приближенных квадратур, прини- 
мая во внимание всю совокупность точек в области интегрирования. 
Для простоты письма сграничимся рассмотрением функции двух пере- 
менных. Пусть будет известно значение функции О в ряде точек 
М, (ж, ул), ..., Мз(хь, уз). Пусть 1, %.,..., 2 обозначают серию раз- 
личных значений, принимаемых абсциссами точек. Положим, что точки 
с абсциссой 2; имеют ординаты У%, у, о 

Построим полином 


и полиномы 


ее =. т). 


т — 1) ® ‘(т 
Одновременно с этим построим полиномы 


ф (У =(у— У) ... (9—0) 
и полиномы 


ео ав 
т 60 
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Многочлен 


Е № ®) 
Р(х, у) = Ух: (1 вул (7, 90) Фи (9) (25) 
1=1 
принимает в данных точках наперед указанные значения. Можно однако 
получить апроксимирующий многочлен и иначе, определив его коэффициен- 
ТЫ так, чтобы в данных точках получились наперед указанные значения. 
Во всех случаях интегрирующий полином представляется в виде: 


Р(т, у) = О.Р! (х, у) + О.Р» (1, у) - ... + ОР, (х, у). (26) 
Формула для выполнения приближенной квадратуры примет вид: 
| | Пат АЙ, + ... А.И, (27) 
т 


где 
А: = | | Рё уаз @=15п). 


ОВК, 


20 


В случае, когда значения подинтегральной функции заданы в точ- 
ках правильной сети и область интегрирования имеет прямоугольную 
форму, коэффициенты А; выражаются через коэффициенты формулы Котеса, 
если принять апроксимирующий многочлен по формуле (25). Условимся 
обозначать коэффициенты формулы Котеса через Си, С, ... , Сил. 

В таком случае равенство (27) примет вид: 


и С аз ау > У Ст Сы Око. 
т 


Здесь 
И 

5 обозначает площадь основного параллелограма сети, а точка 
Ма» (х:, у») является одной из точек сети. 

$ 5. Вычисление двойного интеграла может быть проведено и графо- 
аналитическим приемом. Если представить себе функцию двух пере- 
менных в виде поверхности, то на плоскости она может быть представ- 
лена в виде серии горизонталей. Когда дается ряд отдельных точек 
этой поверхности, по этой серии может быть произведено построение 
горизонталей. Обычно это достигается посредством предварительного 
построения серий точек, имеющих определенную числовую отметку. 

Такой способ не отличается большой точностью и вносит известный 
произвол. Но такой же произвол мы имеем и при чисто аналитическом 
решении задачи. Он сказывается в выборе вида интерполирующей 
функции. 

После того как изображение функции построено, вычисление двой- 


ного интеграла не представляет никакого труда. 
Измеряем площади, ограниченные отдельными горизонталями. Пусть 


эти площади будут равны соответственно $1, 5»,...,5,, а разность от- 


меток горизонталей равна й. Отметка нижней горизонтали ы 
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Двойной интеграл находится по приближенной формуле: 
1 
| очедумн-ь а (зътя + а +: + 9%). (28) 


Вместо этой может быть взята и иная формула для выполнения 
приближенной простой квадратуры. Интересно отметить, что прибли- 
яженное вычисление объема по площади двух смежных горизонталей 
с помощью формулы 


ый (29) 


может быть уточнено. Это уточнение достигается за счет использования 
данных о взаимном положении горизонталей и о виде боковой поверх- 


Фиг. 3 Фиг. 4 


ности. Если предположить, что боковая поверхность линейчатая, то 
дополнительный член формулы (29) имеет вид: 


1 
51 ° 50, 


где 5,— площадь, ограниченная некоторым контуром, построение кото- 
рого может быть произведено следующим образом. 

Пусть фиг. 3 дает изображение двух рассматриваемых горизонталей. 
Отрезки АА’, ВВ’, СС’, ОО’ и ЕЁ’ представляют собой проекции обра- 
зующей на плоскость горизонталей. Из некоторой точки О (фиг. 4) 
проводим серию прямых Оа, ОФ, Ос, О4, Ое, параллельных линиям АА’, 
ВВ’, СС', РО’, ЕЕ’. Концы этих прямых располагаются на кривой, ог- 
раничивающей площадь 50. 

Введение указанного поправочного члена не имеет значения в тех 
случаях, когда горизонтали мало разнятся одна от другой, т.е. когда 
серия горизонталей проводится достаточно часто. Учет дополнительного 
члена позволяет увеличить расстояние между горизонталями и тем 
уменьшить объем необходимых графических работ. 

Поправочный член формулы (29) был указан В. И. Бауманом. В слу- 
чае, когда боковая поверхность не линейная, в равенстве 


1 1 
У (за) (39) 
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коэффициенты получают другие значения, которые каждый раз можно 
устанавливать, зная закон образования боковой поверхности. 


В заключение скажем несколько слов относительно применения 
графоаналитического приема в условиях резко изменяющейся подинте- 
гральной функции. В этом случае построение горизонталей, хотя бы 
в какой-либо мере отвечающих действительности, представляется мало 
надежным. Равным образом интерполяционные формулы, сглаживающие 
в известной мере резкость изменений апроксимируемой функции, 
связаны в этом случае со значительными погрешностями. 

Для получения результатов. заслуживающих доверия, в этом случае 
можно поступать следующим образом. Вместо функции И будем рас- 
сматривать функцию 


г 10 
В (т, 9) = т 


(я  уУ- 1) 48 41- (31) 
= к 
Возьмем интеграл 
и 
| ее, 9) 24 = 5 | | (ие 1) 4х ауаЁ ал. (32) 
т Зе 


ьт 
Область Т.. получится смещением области Т в направлении век- 


тора с составляющими &, 1. 
Представляя данный интеграл в виде 


|} ле, даа = [| Е уазгау +, (33) 
Е п 
нетрудно установить, что 


В = И ай, (34) 


где М обозначает максимальную величину }(х,9) в полосе шириной 
2й, прилегающей с той и с другой стороны к контуру области Т; 
[-—длина этого контура. Разность В будет небольшой при небольшом й. 
Относительная погрешность будет мала во всех случаях, когда й не- 
велико по сравнению с размерами области. 

Практическое использование функции РЁ (5х, у) сводится к усреднению 
ее ‘значений, находящихся внутри квадрата со стороной 21. Это дает 
возможность получить функцию с плавными изменениями, к которой 
уже можно приложить обычные приемы апроксимации. Выбор величины 
й зависит от характера функции ](х, у) и резкости ее изменения. 

Приложение этого приема на практике дало возможность произвести 
действительные вычисления в ряде случаев, представлявших значитель- 


ные затруднения. 


Академия Наук СССР. 
Математический институт 
им. В. А. Стеклова. 
Москва. 
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А. ЗООВАУЗКУ. ЗОВ ГЕ ООАОВАТОКЕУ АРРВОСНЁЕ$ МОТЛТРГЕ$ 
ВЕЗОМЕ 

Лазая’а ргёзеп 1е рго1ёте Чи са]си] арргосв6 4ез 1166 ота]ез пай р1ез п’а 
раз аыгё Беапсойр 4’айепйоп. П поиз зет]е фа’ у а деих га1зопз фи ех- 
рИачепь се {а1%. Ба ргепалёге её 1а зшуаще: 4апз 1ез саз изие]з ]ез диадгафагез 
та йр1ез арргосв6ез зе гедилзет\ {асПетеп\ аих Чиа4гафагез зипр]ез аррго- 
сьбез её 1е рго ее 4а са]са] арргосВ6 пе 4оппе раз Пей ах гесвегсвез 
попуеПез. 

Га зесоп4е езё раз рго!опде. Тез аррПсамопз ргайаиез п’ауа1еп% Безо1п 
ди са1са] арргосЪ6 дез 16 ота]ез парез фае дапз 1ез саз 1ез раз зпарез 
еф ег 10Йаепсе зиг 1ез гесБегсВез аЪзфгацез пе з’6{еп4а1$ раз аих саз 
раз сошрИаи6з. А 1’Вешге асфеПе 1а длезоп зе розе апбтетен%. 

Веаисоир 4е рго 16 тез ргайаиез ппрогфап{з зе г64и1зетф аих Чиадга$&м- 
гез ши! р]ез арргось6ез еп ех1сеап\ 4ез гесБегсВез попуеПез. Ге Биф 4е |’аг- 
ие ргёзепф езф 4е тпопутег фае 1е свашр 4ез гесВегсВез зиг 1е5 диаага®агез 
ши И рез арргосВ вез ез® 1011 а’6 ге 6ру1з6 ез дие [оп реп 1гопуег зиг сеМе 
ус1е Беаисоир 4е попуеаих рго1ётез. 

Те $ 1 езф сопзасг6 & ГРех{епяоп 4ез {огилез соппаез 4ез фиадгаагез 
зипрез арргосвёез ай саз 4ез фаа@дгабагез ша1р]ез арргосЬеез. 

Те $ 2 доппе 1а зо оп 4а ргоёте змуап: Тгопуег 1а уа1епг арргось ве 
де ’1п6ота]е г1рМе соппа1ззап\ 1ез уа|епгз 4е ]а гопеНоп & п\еотег заг ип 
зузбёте 4е зесмопз р1апез да 4оталше еп диаезЯоп. Сошше ипе сопзё- 
фаепсе 4ез гёзаЦафз Ча $ 2 пойз оепопз пре сбпёгайзамот Ча № 6огёте 
де Рарриз-Сиаза. 

51 ипе Непге 4е Гате сопзфап{е зе а6огше её зе аёр!асе 4апз 1'езрасе 
4е $феПе тапёге дае 1е р!ап 4е 1а Йслге гезе погта| & 1а 1та]есболге ае зоп 
сетите 4е отауё, 1е уо\ише епсеп4г6 езф 6оа] аи ргодиц 4е 1’а1ге 4е сейме 
Полге её 4е Та 1опоцетг 4е 1а 1га]есфо1лге 4е зоп сете 4е отауце. 

Ге ргоёте эзилуап апа1осие & сел ди $2 езё 650416 4апз 1е $3. 

Тгопуег 1а уепг арргосьее 4е 1’1пбогае, 1ез уепгз 4е 1а гопсйоп 1146- 
2т6е] 6бап 4оппбез роиг ипе заЦе 4е агоцез доп 1а роз\йоп дапз 1е доташте 
4’1п 66 отайоп ез6 соппме. №е ргоёте с бп 6га] 4 са1са{арргось 6 4е 11 6ога]е 
шире, 4аапа 1ез уеигз 4е 1а{опс@оп & 1п6отег зопф Чопи6ез еп ип пошЬге 


Пот 4е ро1п{з 4и доташе а’166отай оп, езф гбзо]а Чапз 1е $4. Та {огпше 
в 


а 1 
т и 44 А 5. ($1 - $2) № 
0 
Чоппе ]а уа\еиг арргосЬёе 4и уоаше У 4иап@ оп соппай 1ез уа]еагз 4ез 


а1гез 5: её 3, де деих зесмопз р!апез & 41збапсе #. 1 1’оп соппай поп зеще- 
шеп& 1ез уаепгз 4ез а1тгез $, еф $,, па1з аизз1 ег {огше еф 1епг розвоп, 1а 
Гоги ]е репь 6те ргёслзёе. 

Опе гёо]е рошг 1а сопзбгасйов Ча беге сошр16тепфаше езё &аЪЦе 
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РЕШЕНИЕ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕ- 
НИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ДЛЯ ДЛИННЫХ И УЗКИХ 
ОБЛАСТЕЙ 1 
Работа посвящена одному из эффективных и практически удобных 
методов приближенного решения краевых задач дифференциальных ура- 
внений в частных производных. Подробно рассматривается решение ура- 
внения Лапласа и Пуассона при заданных граничных значениях. Метод 
применяется к конкретной задаче о кручении стержня с сечением, близ- 
ким к симметричным винтовым и крыловым авиационным профилям. 

Т. При исследовании многих проблем прикладного характера приме- 
няются методы, с помощью которых приближенное решение двух- или 
трехмерной задачи сводится к точному или приближенному решению 
задачи одномерной. 

Таков, например, метод решения задачи кручения для узкой и длин- 
ной области при помощи аналогии Прандтля (см. например [1], стр. 160 
и сл.). Приближенное решение задачи кручения этим методом основано на 
допущении, что мембрана, натянутая на контур длинной и узкой области 
и нагруженная равномерно распределенной нагрузкой, провисает в каж- 
дом поперечном сечении, нормальном к средней линии области, приблизи- 
тельно так же, как мембрана, натянутая на бесконечно-длинную полосу 
той же ширины, что и рассматриваемое сечение. Такого рода соображения 
приводят к формуле Гриффита [?] для геометрической жесткости кручения 
Т тонкого симметричного относительно оси Х профиля, простирающегося 
от 2=а до х=фи имеющего толщину (2) в сечении, определяемом абс- 
циссой Хх, 


ь 
ТАЗ | (Ра, 


и к более общей формуле Прескотта (см. [3], стр. 170) 
| 


м | (5) 45, 


0 


— 


1 Доложено 22 марта 1936 г. на сессии Группы математики Академии Наук 
СССР. 
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справедливой для любого тонкого профиля, причем 5— дуга его средней 
линии, отсчитываемая от одного из концов профиля, а #(5)—толщина 
в функции $, измеренная по нормали к средней линии. 

Математическая сторона указанного выше метода в конечном счете 
такова. Как известно, задача о кручении для области С, ограниченной 
контуром Г, сводится к отысканию функции напряжений ф(х, У), удо- 
влетворяющей внутри С уравнению 


ана =—2 (1) 


и равной нулю на контуре Г. Когда функция ©9(х, У) найдена, реша- 
ются все вопросы, которые ставятся в задаче кручения, и в частности 
определяется геометрическая жесткость кручения Т по формуле: 


Т=2 [|| 9(* у) ага. 
[6 


Вместо того чтобы . точно решать уравнение (1) для узкой и длин- 
ной области С, которую мы будем предполагать для простоты симмет- 
ричной относительно оси Х, мы считаем, что получим приближенное 
решение, если в каждом сечении области х = сопзф удовлетворим одно- 
мерному уравнению 
ж=р—2 (2) 


с граничными условиями 


1 
при у= Е 2 (2). 
Решение уравнения (2) при указанных граничных условиях дает 
12 ; 
$ (т, у) о. (3) 
и вычисляя 


в. но 
| [А -и чи, 
_ 
2 


га [ [оеруьву а | 
[6 а 


мы получим формулу Гриффита. 

Ясно, что приведенное выше рассуждение дает совершенно точные 
результаты лишь для таких двумерных задач, которые по существу 
являются одномерпыми (бесконечная полоса постоянной ширины), в 0с- 
тальных же случаях оно дает приближенные решения более или менее 
точные в зависимости от того, насколько длинна и узка рассматривае- 
мая область. Никакого критерия, который позволял бы установить, 
можно ли применять такой метод к данной конкретной области, если 
не жегают получить ошибку большую заранее указанной величины, 
з изложенном решении мы не имеем. Границы, в которых можно приме- 
лять метод такого рода, остаются неизвестными, хотя возможность устано- 
вить их была бы весьма ценной при решении многих практических задач. 
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П. Для того чтобы подойти к решению этого вопроса, естественно 
наметить следующий путь. 

Рассмотрим область С,, ограниченную двумя кривыми, которые мы 
будем предполагать для простоты пересекающимися на оси Х (фиг. 1); 
рассмотрим, далее, область С), отличающуюся от С, только тем, что 
все ординаты ограничивающих ее кривых уменьшены в отношении 
1:А, где О<^<1. Будем искать решение для области С), в виде ряда 
по степеням Л, построенного таким образом, что первый член ряда, не 
содержащий ^Л, дает решение задачи, получающееся при указанной 
выше замене двумерной проблемы одномерной, а последующие члены, 
содержащие Л во все более высоких 
степенях, представляют собой поправ- 
ки, которые следует учитывать, если 
мы рассматриваем такие значения А, п 
при которых точность, даваемая пер- 
вым членом, уже недостаточна. 

Такой метод решения представляет, 
разумеется, наибольший интерес для 
задач, связанных с длинными и тонкими областями, т. е. для тех слу- 
чаев, когда мы будем иметь дело с малыми значениями А и сможем ог- 
раничиться малым числом членов разложения. 

Повидимому, Дэнкан был первым исследователем, систематически 
использовавшим в своих работах по кручению и изгибу [4] намеченный 
выше метод разложений по степени «параметра толщины» (у Дэнкана 
«Блокпезз рагатефег»); к сожалению, исследования Дэнкана в этом 
направлении весьма далеки от требований математической строгости, и 
потому нам кажется необходимым каким-либо образом обосновать этот 
метод, чрезвычайно удобный при решении многих задач. Исходя из 
несколько других, чем у Дэнкана, соображений, мы строим разложения 
по степеням Л, которые могут быть использованы в значительно более 
широком классе случаев, и даем простые оценки точности, достигаемой 
при пользовании этими разложениями. Краткое изложение этого иссле- 
дования дано в нашей статье [5]. 

Ш. Для того чтобы‘ сделать изложение более определенным, мы 
разовьем указанный выше метод лишь для случая уравнения Пуассона 


96/0? р 
ды Рай =/ (2, 9), (4) 


Фиг. 1 


хотя применение этого метода возможно и во многих других случаях. 

Мы будем решать уравнение (4) для конечной односвязной области С), 

ограниченной двумя дугами кривых 
у=^4 (2), \ (5) 
у = Аф» (2) ] 

и принадлежащей к типу, изображенному на фиг. 1. 
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Функции ф, (2) и $, (7) мы будем считать имеющими необходимое ко- 
личество непрерывных производных для рассматриваемых значений 7. 
В качестве граничных условий мы зададим значения функции ф @. и 
на дугах Фф, и ф.: 

Ф[2, А! (2)] = $! (2), | (6) 
Ф[, Афь (2)] = $2 (2), | 
причем функции ©, (5) и 9›(х) регулярны на $; и $»; будем, кроме того, 
предполагать, что функция 
Е — $1(2) — 92 (2) 7 
11) = а) (0 
регулярна для значений у, соответствующих точкам области С) и ее 
границы. Наконец, мы предположим, что правая часть уравнения (4) 
представляет собой функцию, разлагающуюся в абсолютно и равномерно 
сходящийся ряд по степеням у 


1(х, у) = о (2) УЛ (2) УЛ (т) + ... (8) 
внутри и на границе области С,. Положим 
И == АТ, Ф (х, у) == Ф(х, 1; ^). (9) 
Преобразуя уравнение (4), получим: 
д: 2 
№ + д = А3/ь(2) Е АЗ, (2) + АРУ, (2) +... (10) 


граничные же условия (6) можно будет записать в виде: 
Ф [2, $, (2); ^] = $1 (2), | 
Ф[х, $, (2); ^] = $» (2), 
так как кривые (5), очевидно, перейдут после преобразования (9) в 
ЧИ фа (+), 
{ = $» (2). 
Итак, будем решать уравнение (10) с граничными условиями (11) 
на кривых (12). Будем искать это решение в виде ряда по степеням А: 
Ф (2, 1; ^) = Рь(а, 1) + АР, (в, 1) + ^Р, (2, 1) + ... (13) 
Функцию Р.(х, 1) мы подберем так, чтобы для нее удовлетворялись 
граничные условия, т. е. 
Роз, $1 (2)] = $: (2), \ , 
Роз, $, (2)] = Фа (2), | ие 
для остальных же коэффициентов Р, (5, 1) потребуем: 


Ри [х, ф: (<) =0, 
а ты 


(11) 


(12) 


При выполнении условий (14) и (15) функция Ф (т, 1; ^) будет, оче- 
видно, удовлетворять условиям (11). Подставим ряд (13) в уравнение 
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(10) и произведем сравнение коэффициентов при одинаковых степенях А. 


Получим: 
ОР 
т = 0, | 
А = 16 
д: = 0, (16) 


2Р, РР, 
и о 


Используя условия (14) и (15), мы можем определить из этих уравне- 
ний одну за другой все функции Р» (х, 1). В частности, будем иметь: 
Рь(х, 1) = 0; (2) 1 + 0, (2), (17) 
где 
_ $1 (2) — $» (2) 
0, (2) = ео ыз (18) 
0. (2) (2) 9, (2) — $. (2) Ф1 (х) : 
ь $. (=) —ф» (<) 
причем обе функции 0. (1) и 0,(х) регулярны для рассматриваемых 
значений т. Для О, (5) это является одним из основных требований 
(см. [7]), а О,(5) может не быть регулярной лишь при тех х, при ко- 
торых 


ф: (1) = $2 (2) =$, 
но при этих значениях х 
О, (5) = $0; (5) 
и, следовательно, также регулярна. Заметим, что функция Ру(т, 1) по- 
лучается просто путем линейной интерполяции по ( граничных значе- 
ний внутрь области для каждого значения х. 
Дальнейшие функции Р»ь(х, 1) будут иметь такие выражения: 


РР (х, 1) = 0; 
Р‚ (2, 1) = > (— 240.) [12 — 1 ($ + $) $ + 
1 


+ (230, [48 —1 ($3 -Е фафь + $) - (2Ф. + 
Рз(х, 1) = РТ Я [18 — 1 ($3 — фиф, + $3) - ($$, + $.5:)]. 


а В аа а а о в 9 и ое 


(17) 


— 


—_——_-=— 


Нахождение этих выражений не составляет Гникакого труда, однако 
требует при решении в общем виде обширных вычислений; удобнее 
проделывать эти вычисления в необходимых случаях над конкретно за- 
данными функциями. 

В некоторых частных случаях, имеющих, впрочем, большой интерес, 
общие выражения (17) сильно упрощаются. Мы отметим здесь некоторые 
из этих случаев. 

1. Уравнение Лапласа. В этом случае 


1(х,. у) = 0, 
№ (2) = Ён (1) = ... = 0. 


и значит 


5* 
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Уравнения (16) дают 
Р; (11, 1) = Рз(т, 1) =... =0. 


Таким образом в разложении (13) выпадают все члены с нечетными 
степенями Л. Аналогичное обстоятельство имеет место при рассмотрении 
уравнения Пуассона с правой частью, не зависящей от у, когда 


№ (2) =0, }(2)=р (1) =... =0. 


К уравнениям именно такого типа сводятся задачи о кручении призма- 
тических стержней. 

2. Случай симметричной области. Если область С), сим- 
метрична относительно оси х, то 


ф1 (2) = — $» (2) = $3 (2) 


и формулы (17) значительно упрощаются. Для О, (2) и О. (5) мы в этом 
случае получаем выражения: 


(97 (2) Ех ть (=) 1 


0, (2) ет (2) - Фе (2) ] 


коэффициенты же Рь (т, 1) будут таковы: 


Рь(х, 1) =Ом-О,, 
Р; (х, 7) == 0, 


Отметим, между прочим, что выражения, полученные для коэффи- 
циентов, позволяют заменить в этом случае требование о регулярности 
функции $ф(5) более слабым требованием о регулярности функции $? (2). 

3. Случай однородных граничных условий. Полагая 


$1 (2) = $» (2) = 0, 
получаем 
© (2) = 0, (т) =0, 
и формулы для Р»(х, 1) принимают вид: 
Ро(х, 1) = 0, 
Р; (х, \) = 0, 
Рь(х, 1) = 5—1 ($, + $.) + $4, 
Руб, п) = 3—9 $6 + 9 + 9 


еее Ро Ана 5. ПБ Тр ое И сю 


Построением функций Р» (х, 1) задача решения уравнения (10) с гранич- 
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ными условиями (11) формально разрешена. Имея выражение функции 
Ф (5, 1; Л), мы можем получить и функцию Ф (2, у). Очевидно, 


Ф(т, у) = В, (2,3) -^Р, (=,1) + А?Р, («3 Е... = 


Л 1 
= л 0 НО, + о (% — 08 0,) [у° — ул ($, | $.)  ^2$1$>] + 
1 ь 
+ * зг (020, [13 — 9? ($2 -- ФФ, + $2) + ^3 (26, $9] +... (48) 
Это выражение показывает, между прочим, что мы можем получать 
регулярные при ^—>0 решения задачи только при условии 


0. =56, 
или, что то же, 


$1: (2) = $». (2) = $ (2). (19) 
Если иметь в виду, что О, дает наклон сечений поверхности, получен- 
ной линейным интерполированием по 7 (или У) граничных значений, 
то условие это представляется вполне естественным. Если условие (19) 
выполнено, то 
0, —9(2) 
и выражение для Ф(х, т! принимает вид: 


ф(т, у =Ф+ 5 > (4 — 2299? — ул(ф, + ф») + А ф + ... (20) 


ТУ. Займемся теперь вопросом о сходимости полученного разло- 
жения. Мы будем изучать решения нашей задачи как функции Л и в 
частности рассмотрим вопрос о\приближенных [решениях, пригодных 
при малых значениях Л. Такое направление исследования заставляет 
нас ограничиться случаем выполнения условия (19). 

Желая получить приближенные решения задачи, пригодные при ма- 
лых значениях Л, мы обследуем асимптотическую сходимость при А —>0 
частных сумм ряда (20) к решению задачи. С Точки зрения приближен- 
ного решения это представляет больший [интерес, чем изучение обыч- 
ной сходимости ряда. 

Мы будем предполагать существование решения 9(х, У) уравнения 
(4), удовлетворяющего условиям (6). Положим 


в. (8.9 ^) = (о. ИР. (2,1) — АР, (=; :) —... — АР, (=. ") (21} 


и вычислим оператор Лапласа от этого выражения. Будем иметь: 


99» "ри - п—1. Г)? 1 И — А у 
Е: о: = Рая, 9) ЛР, (=, у) А" ВЕР» | 2, я) (22) 


где 


п-2 


пи (2, У) = (т, у) — 2 


Кроме того, функция ©,(х, у; ^) обращается в нуль на контуре области 
С,. Обозначим правую часть уравнения (22) через 4» (х, у; ^). Перед 
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нами стоит задача оценить функцию 0» (7, 9; ^) по значениям 4» (т, У; ^). 
Это делается легко на основании следующей леммы. 
ЛЕММА. Если функция Е*(х, у) обращается в нуль на границе 
области С* и удовлетворяет внутри нее уравнению 
И О 
ат © 
то для всякой функции Е(х, у), удовлетворяющей уравнению 


92К 02Е 
9х2 + диз = 7 (®, у), 


в области С, являющейся частью области `С* и обращающейся в нуль 
на границе этой области С, имеем 


| (ж, у) | < 1 Е* (2, У) 
внутри и на границе С, если только 


[1 (=, у)| < М 


в этой области и на ее границе *. 
Указанная лемма может быть дана еще и в такой форме: при ука- 
занных в лемме условиях 


[Е (е, у) | < Фа, 9) | 


где Ф(х, у)—функция напряжений при кручении для любой области, 
содержащей область С. Тождественность этой формулировки с преж- 


т Доказательство этой леммы совершенно элементарно. На основании теоремы 
акад. С. А. Чаплыгина [6] имеем 


Е*(х, у) >0 
внутри С*, а значит и на границе С. Построим вспомогательную функцию Ф (т, у), 
определяемую требованиями: 
9:Ф ‚'0Фу_ 
9х2 ду — 
11 2)7Ф (х, у) = 0 на границе С. 
Очевидно, что 


1) 


ей 


Ф (х, у) < Е*(х, у) 
внутри и на границе С. Образуем разность 
Ф! (2, у) =Е(х, у) —Ф(з, у). 
Функция Ф, (2, у) обращается в нуль на границе С и для нее 
д*Ф, / 0*Ф, _ 
Но тогда по той же теореме С. А. Чаплыгина 
Ф, (2, у) < 0 


внутри С. Значит 

Е (т, у) <Ф (т, у) < Е* (<, У). 
Чтобы получить оценку снизу, достаточно рассмотреть вместо ЁЕ*(х, у) функцию 
— Е * (х, у). Аналогично будем иметь: 


Е (х, а (>, У). 
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ней становится очевидной, если мы вспомним, что функция Ф (5, у) опре- 
деляется уравнением 
9% 0% 
д? ду? 


‘и обращается в нуль на границе области. Последняя формулировка 
представляет большое удобство в приложениях в виду того, что задача 
кручения решена для многих областей и тем самым, следовательно, раз- 
решен вопрос о создании эффективных мажорант для частей этих обла- 
стей. В частности, например, весьма удобным во многих случаях яв- 
ляется мажорирование при помощи эллипса, охватывающего данную 
область (С. 
Так как для эллипса 


мы имеем 
а26? р у? 
ф(х, у) = аа 9 (1—=—%), 


то для функции Е(х, У) получается оценка 


'Ма?Ъ? у 
ПР (р, У) | еы (1-4) (23) 
или 
Ма? 5? = , 
|Е (х, у) р. 9 2 (а 5?) > (23’) 


Здесь а и $ мы можем считать полуосями наименьшего эллипса, опи- 
санного около области (. 
Применим эти соображения к нашему случаю. Мы имеем 


Чи (6 9; №) [< [ть] + А" | РЕ Рь- (2,1) | + № | РР, (2,1). 


Оценивая первое слагаемое правой части, получаем 


[а (%, 9) [< "Ц [у а (2) | А | фь (&)[- -4.} < ви, (25) 


так как по предположению ряд (8) сходится абсолютно в области С1. 
Что касается второго и третьего слагаемого правой части неравенства 
(24), то мы выделим из них множители 


"РЕ Рь-н (#, 3) | 5 2Р, (а, 1), 
| 2ЕР, (2,1) |= |РЕРь (е, |. 


Эти множители, рассматриваемые как функции х, суть функции регу- 
лярные внутри и на границе области С\1, а как функции 7) — просто 
многочлены. Во всяком случае мы будем иметь в области С, 


[2х Р» (т, 1) |< Р»› 
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а значит и 


| ре (2,1) |< р (26) 


в области С, и притом равномерно относительно А. Используя 
оценки (25) и (26), получим из неравенства (24) 


|9" (2, у; №) |< №912 + Ри-1 + Ари |. 


Применим теперь приведенную выше лемму. Пусть эллипс с полуосями 
о. и В содержит внутри себя область С. Тогда, очевидно, можно подо- 
брать эллипс с полуосями а и @^, который будет содержать область С^ 
и мы будем иметь согласно (23’) 


= 1 д - а? 3 
м - (">2). (27) 


Для п =0 оценка не получается из этой формулы, но легко может быть 
получена непосредственно. В самом деле 


бо (2, у; А) = (х, 9) — Ро («,1) , 


откуда р 
0? 0 д? , 
Бе + т. =/(х т, И ‘дл? ? (22’) 
так как согласно первому уравнению (16) 
д9°Р 
ое = 0. 
Из уравнения (22’), проводя оценку, подобную (27), получим: 
$ + Рое 3% ‚ 
[ро (ть уз №) <, (27') 


где 
$ = шах |] (<, У) | 
в области С\. 

Формулы (27) и (27’) решают вопрос об асимитотической сходимости 
разложения (20), так как из них следует, что при А^—>0 будем иметь 
для любого п стремление к нулю 2» (х, у; ^). Случай п = 1 специального 
рассмотрения не требует, так как Р, (5х, 1) =0. 

У. Рассмотрим, в качестве примера приложения описанного выше 
метода, задачу о кручении призматического стержня, поперечное сече- 
ние которого ограничено кривой 


2 = А? (1 — 2)?. (28) 


Решение задачи кручения для такого стержня представляет значитель- 
ный практический интерес в виду большого сходства контура (28) с вин- 
товыми и крыловыми симметричными профилями (фиг. 2), и потому 
эта задача служила предметом исследования многих ученых, в том числе 
и Дэнкана [4], который развил весь метод «параметра толщины», глав- 
ным образом в связи с ней. Задача кручения, как уже было указано, 
сводится к решению уравнения 
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05 


аи = = 


с граничным условием ф = 0 на контуре области, заданном в данном 
случае уравнением (28). Применяя метод, развитый выше, мы должны 
положить в полученных ранее формулах: Й 

ф1 (2) = $. (2) = 0, 

фл (2) = — $. (2) =$ (2) =У (1—2), 

Уф 2—2). о т 
Мы будем в данном случае иметь симметрич- 
ную область, однородные граничные условия 
и в качестве правой части уравнения, подле- Фиг. 2 
жащего решению, 


1(х, у) =— 2, 
т.е. 
= 2@=0. 0.1%... 


Все это приводит к весьма простым выражениям для Р», (х, 1): 
Ро (=, 1) ЗЕ 0, 
Р: (х, 1) ==: 0, 
Р» (х, 1) = $* (2) —1?, 
В. (2, 1) =0, 
1 
Рь (=, 1) = 1 [2242 (2) [42 (2) — 12, 9 
Рь. (х, 1) = СЕ 0, 


Рь (т, ) = {$2 (2) - 2142 (2) + 203422) . 04? (2) + 
+ [2247 («р О та ао и) 14 
Выражения эти были даны в нашей заметке [5]. Подставляя сюда 
ф? (2) =2(1—4)?, 
получаем 


Ву, ] 

Р.=0, | 

Р.=х— 242 - 283 — 1}, | 

Рз = 0, > (30) 
Р. = (3% — 2) (1 — 242 + 48—12), | 

РО, 

Ву . - -- >. 7 Е + 23 — 1), 


и в качестве решения будем иметь согласно формуле (18) выражение 
© (2, 9) = [А? (2 — 24? -{ 23) —?] + А? (3х — 2) [^* (#— 22? | 23) —У] + 
-- А4 (1822 — 24х + 7) [^? (х— 22+ 2) У] -..., (31) 


полученное Дэнканом (([“], стр. 16). 
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Рассмотрим вопрос о точности тех приближенных решений, которые 
получаются из этого разложения при сохранении в нем одного, двух 
или трех членов. Для того чтобы это сделать, нам придется оценить 
функции 2, (5, у; ^) при п ==2, 4, 6. Для оценки мы можем воспользо- 
ваться формулой (27), подечитав предварительно константы 


р» = тах | РР, (т, 1)| (п=2, 4, 6). 
1 


Простые вычисления дают 


рз = 4, | 
ра = 14, (32) 
р = 52. 


Что касается #„, то очевидно, что 5, =0 для п>1. Кроме того, 
легко видеть, что круг 


у? —2(1— 2) =0 (33) 
охватывает область С:, ограниченную кривой 
1/2 — (1—1) =0, (34) 
и потому мы можем положить в оценке (27) 
=В=5. (35) 
Это дает 
[25| < ^* 
(36) 
[24| < Аа. ] 


Формулы (36) дают возможность весьма легко оценить точность, 
достигаемую при сохранении в формуле (31) одного или двух членов. 
Мы воспользуемся полученными результатами для оценки точности 
приближенных формул для жесткости на кручение 7, которая, как уже 
указывалось выше, определяется равенством: 


т=2 | [962 у) ах ау. (37) 


Подставляя вместо. ф(х, у) выражение (31) и интегрируя по области Са, 
будем иметь: 
256 3 о а р 
= 65 № [1 — 13^ АРВ УЕ (38) 
что совпадает с вычислениями Дэнкана. 
Оценим погрешность, допускаемую нами при сохранении первых 
членов_этой формулы. Сохраняя один член, будем иметь: 
256 
в + 
Те 35 атак В, (39) 


Здесь введено обозначение 


А |} и (2, у; А) аж ау. 
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Для оценки В» мы воспользуемся формулой (23). Очевидно, будем иметь 
подобно (27) 


И. 7 
[2 (2, 9; №) |< ——— а РР] (у, 


где ф(т, у) — функция кручения для эллинса С., 
2 — ^22 (1—2) =0. 


Но тогда 
п? 4 п®_ ® 
| В» | Аа За РРР ТГ, (40) 
где То — жесткость кручения для эллипса С»: 
А? 
То =2 № ф (2, у) ас ау = чватлм ° 


С) 
Подставляя это значение в неравенство (40) и учитывая, что при 
п =2, 4, 6 будет 
Яп—2 = Ри-1 = 0, 
получим: 


п ПР» Е 
Е ел 


или, несколько увеличивая правую часть, 
У ре 
Эта формула дает: 
ВВ |< 0.52, 
ИИ 
18: |< 5.22». 


Чтобы оценить точность формулы (39), найдем относительную по- 
грешность 


А = А-3. 0.48 —=5.4 2, (41) 


Если мы желаем получить при помощи формулы (39) величину Т с точ- 
ностью в 1%, то по формуле (41) значения А должны удовлетворять 
неравенству 


^< 0.043. (42) 


Для того чтобы сделать этот результат 


более наглядным, мы можем заметить, что я 
толщина 65 нашего профиля (фиг. 3) дается 
формулой: 
8=- РАЯ = 0.7704. Фиг. 3 
Подставляя сюда А из неравенства (42), получаем 
5х 0.033. 

Это последнее неравенство показывает, что формула 

р. з 


дает относительную погрешность, заведомо не превосходящую 1% лишь 
для очень тонких профилей, толщина которых не превосходит при- 
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мерно 0.03 их длины. Этот результат разрешает и вопрос о точности 
формулы Гриффита, так как в применении к данному профилю фор- 
мула Гриффита как раз и дает (43). 

Таким образом приходится признать, что формулы типа Гриффита 
могут быть применяемы лишь для исключительно тонких профилей. 


Полагая 
256 11 
т — [4 — в^ Зы, (44) 
мы получаем аналогично (+0) 
| В. |< 1.4 №. 
Относительная погрешность для ^< 1 будет 
ДАХ 18.94 А 
и из требования 
да < 0.01 
мы получаем 
А 0.152. 
Это соответствует профилям относительной толщины 
< О.1т, 


что уже достаточно для большинства практически интересных случаев: 
Л. С. Лейбензон, исследуя задачу о кручении рассматриваемого 
профиля методом Ритца [7], получил для жесткости Т формулу: 
13 
Г. = 0.01587. 
7 
ы 13 
Нами указывалось [3], что эта формула дает первые два члена разло= 
жения (38), если заменить коэффициент 0.07387 через 
256 
3465 = 0.07388. 
Таким образом все сказанное относительно точности формулы (44) при- 
менимо и к этой формуле. Если писать выражение для 7 в виде. 


256 13 
А: ор, О и 
Т А 3465 И $ ее 
1 -- 13 


то можно предполагать, что оно будет даже несколько точнее, чем (44), 
так как при разложении этого выражения в ряд по степеням А мы по- 
лучим еще члены и кроме второго, и они могут уменьшить расхожде- 
ние. При малых Л это будет именно так, в виду одинакового знака 
у члена с Л* в формуле (38) и в разложении по степеням А дроби (45). 


Академия Наук СССР. 
Математический институт 
им. В. А. Стеклова. 
Москва. 
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у 
| (х, 9) = УР < АнС, 

Е=1 
А Г1и6еиг еф заг 1е сопболг 4а Чоташе сопз196ге, С» 6апф ипе сопз- 
{ап1е дае Гоп рецё еНесйуететь Ч&егиутег её фиат Чбрепа 4и Чдотазте, 
4и зесоп@ шештЬге ае 1’6диайоп (1) её ае Глодасе п. Еп саз 4’ехетре 
оп сопз1Яёге еп ава! 1а зо\йоп 4и ргоёше 4е 1а 10гз1оп 4’ипе иве, 
ПшиИбе раг ипе сомгЬе ы 

у=кИз (1—2) 

её 1’оп буаше 1а ргёсзуоп Чез зо опз арргосВ6ез ор4епиез еп сопзег- 
уап6 ип, Чеих ой 41015 фегтез 4е 1а з6ме. 


ео 


Гор И УЕ) 


и ОЫЕС р. 


Е Кри , | | ем И 


р 


> | Е 
мт. я ми Я 29а тот а Мрт 
мо 22у МИ, наи Ат: ее 
ие 5% в. т. | 

ас «А Ема РИ т р 
м и. м. * вазкай у зола т 
у А [9 

р "ани И Ш аз!” вил в | 
к к не == ыы беса! № < Г т: 
$ , фар к подр 


Ио: ар: 


ИТ 


мы Ра $ 


в 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1937 
ВОБГЕТ!М ОЕ ГГАСАОЕМ1Е РЕЗ 5С1ЕМСЕЗ ОЕ 1/0 85$ 


СТаззе 4ез зс1епсез Отделение математических 
таВетаНчиез е{ пафигеПез и естественных наук 


Л. В. ВАНТОРОВИЧ 


ЭФФЕКТИВНЫЕ МЕТОДЫ В ТЕОРИИ КОНФОРМНЫХ ОТОБРА- 
ЖЕНИЙ 1 


Обзор ряда работ, в которых предложены различные методы построе- 
ния функции, совершающей конформное отображение. Главным образом 
рассмотрены методы, разработанные в последние годы в Научно-исслед. 
ин-те математики и механики (НИИММ) Ленинградского гос. универси- 
тета. Основные разделы доклада: 1) вариационные методы, 2) формула 
Кристоффеля-Шварца, 3) метод последовательных приближений, 4) инте- 
гральные уравнения, 5) графоаналитический метод П. В. Мелентьева. 

В настоящей статье мною рассмотрены некоторые методы, дающие 
возможность эффективного построения функции, совершающей отобра- 
жение?. При этом я имею в виду, главным образом, те методы, которые 
были впервые выдвинуты или усовершенствованы сотрудниками Научно- 
исследовательского института математики и механики (НИЙММ) при 
Ленинградском государственном университете за последние несколько 
лет [1]. 

$ 1. Вариационные методы 


Могут быть построены различные методы, основанные на вариационных 
принципах. Рассмотрим прежде всего метод, предложенный Бибербахом 
в 1914 г.[?]. Пусть дана некоторая область Р в плоскости комплексного 
переменного 2; для удобства будем считать, что начало 2=0 лежит в ней. 
Будем рассматривать всевозможные функции % =] (2), удовлетворяющие 


условиям: 
О (1) 


и отображающие конформно область О на некоторые другие. Площадь 
отображенной области будет наименьшей в том случае, когда эта область 
есть круг. Но площадь отображенной области дается интегралом 


1 Доложено 22 марта 1936 г. на сессии Группы математики Академии Наук СССР. 

> Более подробное изложение рассматриваемых здесь методов дано в гл. 5 книги 
Л. В. Канторовича и В. И. Крылова «Методы приближенного решения уравнений 
в частных производных», ОНТИ, 1936. См. также труды НИИММ при ЛГУ, т. П, 
Конформное отображение односвязных и многосвязных областей. 
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1= [ [ГОР ата. (2) 
р 


Таким образом: среди всех функций, регулярных в области р и у0до- 
влетворяющих условию (1), наименьшее значение интегралу Г дает та, 
которая совершает отображение об- 

я и ласти О на круг. 
7 Для приближенного решения за- 
дачи о минимуме интеграла [ может 
\ быть с успехом применен метод Рит- 
т ца. Рассмотрим для этого любые 


Фиг. 1 функции и (2), и/ (2), .-., И (2), 
регулярные в области Ш), линейно- 


независимые и удовлетворяющие условиям: 
и. (0)=1;: сб = м0 0. 


Составим линейную комбинацию: 


Фи (2) = и (2) - с, и! (2) + ... - слил (2). 


Заметим, что условия (1) будут автоматически удовлетворены, если 
2 
принять |” (2) = $». (2); }(2) = | <» (2) 43. Будем теперь искать постоян- 
0 
ные С1,..., Си, чтобы сделать интеграл / минимальным. Шосле подста- 
новки Ф„(2) в интеграл дело сводится к отысканию минимума квадра- 
тичной формы, что приводит к системе линейных уравнений: 


во + Хы; =0 = ев ву = т из ик 4х ау. (А) 
] р 


1=1 
74 
Если с; удовлетворяют уравнениям (А), то | Ф» (5) 42 дает искомое 
о 


приближенное значение для отображающей функции. 

Во многих случаях бывает удобно принять 

16 (2) == ее ь. в), 

тогда Ф„(2) оказывается полиномом. Наибольшую трудность при при- 
менении метода, кроме решения системы (А), представляет обычно весьма 
утомительное вычисление интегралов, дающих коэффициенты ах, хотя 
при специальном виде области в него могут быть внесены известные 
упрощения. Укажем, что вычисления, которые встречаются здесь, экви- 
валентны вычислениям, необходимым для построения ортогональных 
полиномов Бохнера-Бергмана для данной области. 

Относительно сходимости процесса заметим, что если только Фи (2)— 
минимизирующая последовательность, т. е. если / (фи) -> па 1 (9), то 
функции 9» (2) сходятся в области к производной отображающей функ- 
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ции |’ (2). Для того же, чтобы последовательность Фи (2) была миними- 
зирующей, достаточно, чтобы функции и, (2) образовывали в ДР полную 
систему, т. е. чтобы ими было возможно апроксимировать любую регу- 
лярную функцию. Например это будет выполнено в силу известной 
теоремы Рунге, если за и; взять степени 5 для любой односвязной 
области О, граница которой служит одновременно границей внешней 
области, т. е. если не допускаются разрезы, 
идущие внутрь области (фиг. 2). | 

На тех же ‘принципах можно обосновать и 
отображение внешности одной области на другую. 

Аналогичный способ может быть основан на 
другом экстремальном свойстве отображающей 
функции: Фиг. 2 

Среди всех функций, регулярных в области 
р и удовлетворяющих условиям (1), функция, дающая конформное от- 
ображение области Р на круг, дает наименьшее значение интегралу 


в= | 4, (3) 
Г, 


равному длине образа контура Г, области ПО. 
Исходя отсюда, можно поступать так же, как в предыдущем случае. 
Можно искать вместо минимума интеграла (3) минимум интеграла 


В = |196) = | 9) 90) 4; (3) 
Г Г 


после того как функция Ф(5) будет найдена, | определится легко: 


(а) = | 9242) 42. 
0 

Для нахождения минимума интеграла (3’) может быть применен 
тот же способ Ритца с тою разницей, что здесь вместо интегралов по 
областям придется вести вычисление контурных интегралов, что может 
оказаться иногда более удобным. Этот способ связан с полиномами 
Сеге ортогональными по контуру, так же как предыдущий с полиномами 
Бохнера-Бергмана. 

Применение этого минимального принципа для приближенного по- 
строения отображающей функции было предложено В. И. Крыловым. 

Рассмотрим здесь еще один метод, основанный на связи задачи 
о конформном отображении с задачей Дирихле. 

Известно, что задачу о конформном отображении некоторой области 
можно привести к нахождению для нее функции Грина; именно, если ] (5) 
функция, отображающая область на единичный круг, то функция 12 |} (=). 
будет функцией Грина для области ). Рассмотрим функцию и(х, у) = 


=в |. Это есть гармоническая функция, которая удовлетворяет 
74 


граничному условию 
и = —1сг на контуре. 
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Нахождение этой функции даст возможность найти } (2). 
Для нахождения и можем воспользоваться опять вариационными 
методами. Именно, нужно минимизировать интеграл 


5%). |4 ау. (4) 


Для решения этой задачи воспользоваться способом Ритца трудно, 
так как граничные условия не нулевые. Здесь можно использовать мс- 


Фиг. 3 


Рассмотрим, например, 


дификацию его, которая была 
мною предложена в 1932 г. [3]. 
Этот метод состоит в том, что за- 
дача решения уравнения в част- 
ных производных приближенно 
заменяется задачей решения обы- 
кновенного дифференциального 
уравнения или системы таких 
уравнений. 


задачу нахождения функции Грина для 


прямоугольника со сторонами 2 и 6 (фиг. 3). Ищем решение в виде 


и= (1—7) 9(2 


х)—вУ-1, 


так как тогда при у = -- 1 граничные условия будут удовлетворены 
2 удут у р ‚ 


какова бы ни была ©(7). 


Можно теперь подставить это выражение 


в интеграл (4); получим интеграл, зависящий от функции одного пере- 


менного: 


Сы о ни [в та Ны т 45. 


Минимизируя этот интеграл, получим для определения функции ф диф- 


ференциальное уравнение: 


Мы должны найти решение этого уравнения, удовлетворяющее усло- 


виям $(3) =$(— 3) = 


Легко найти, заменяя в выражении 


для ф интеграл приближенно по формуле Симпсона и определяя по- 


стоянную С из условия ф (3) = 


нозиЗеНИТ 


=—0.228 И 52+ 


10 
Е что 


16 — 42" 


а (16 + 4} 


46 — <? 3 5 
[6 ву Е о к: 


И, вы 8 Е, =. 
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А тогда для и находим следующее приближенное выражение: 
и = (1—9?) $ (2) ву 1. 


В частности, например, и (0, 0) = — 0.228. 
После того как и найдена, легко установить соответствие между 
областями, отвечающее конформному отображению. Так, линии и = 


с к 
— 1 12| при различных постоянных С дадут линии, отвечающие кон- 


центрическим окружностям. 

Тот же способ может быть применен и по отношению к областям 
других видов (см. фиг. 4), только дифференциальное уравнение будет 
с постоянными коэффициентами лишь в случае па- 


раллелограма (фиг. 4а); для трапеции, изображен- 40 ррылыы 
ной на фиг. 4, это будет уравнение Эйлера, а 

для трапеции, изображенной на фиг. 4с,—урав- 

нение Гаусса. 48 


$ 2. 0 формуле Криетоффеля-Шварца 


Вопрос об отображении полигональных обла- 46 
стей весьма полно освещен в статье С. Б. Берг- 
мана [7]. Поэтому я имею в виду ограничиться Фиг. 4 
здесь двумя небольшими замечаниями. 
1. Функция, отображающая полуплоскость на внутренность много- 
угольника, может быть получена в форме интеграла Кристоффеля-Шварца 


(= | (#—а:) 4—1 (2 — а›)*—1 ... (2 — а)! 43. 


0 


Лишь в отдельных случаях интеграл сводится к эллиптическому 
и можно пользоваться таблицами. Так как подинтегральная функция 
имеет особенности, приближенные методы вовсе неприложимы непо- 
средственно или дают очень большую погрешность. Я хочу обратить 
внимание на следующий элементарный прием [4], аналогичный по 
идее методу улучшения сходимости тригонометрических рядов акад. 
А. Н. Крылова, который может оказаться здесь полезным. Рассмотрим 
сначала более простой случай, когда в промежутке имеется лишь одна 
особая точка. Тогда интеграл можно записать так: 


ь 
1= | 2—2) 19, (8) 44, 


причем точка 2 =а, не является особой точкой функции 9: (2). Разо- 
бъем интеграл на два, выделив из $; (2), например, два первых члена 


ее разложения в ряд Тейлора; получим: 
6* 
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=В+Ь= | (енд [Ф (а) $’ (@)(2— а) | @2 + 


+ [2—9 (2) — 9 (&) — 9" (а) (2—4) | 4#. 
а 

Первый интеграл легко вычисляется точно, для второго точка 3 — а 
не будет особой, так как второй множитель содержит (2— а)? и потому 12 
может быть вычислен с помощью формул приближенного интегриро- 
вания. В случае, если в промежутке интегрирования будет несколько 
особых точек, то можно выделить части ряда Тэйлора соответственно 
каждой точке, либо разбить промежуток интегрирования и тем свести 
дело к первому случаю. При пользовании указанным приемом аппарат 
интегралов Кристоффеля-Шварца оказывается вполне удобным для 
представления отображающей функции. 

2. Если с помощью формулы Кристоффеля-Шварца желают получить 
отображение на определенный многоугольник, то основную трудность 
представляет определение постоянных. Их определение приводит вообще 
к решению системы весьма сложных трансцендентных уравнений. 
Однако для решения этой системы может быть с успехом применен метод 
Ньютона, если известны первые приближения для искомых параметров. 
Исследование применимости метода Ньютона, а также тех условий, 
которым должны удовлетворять первые приближения, чтобы была обес- 
печена сходимость процесса, было произведено аспирантом НИИММ 
Н. П. Стениным. 

В результате при решении задачи отображения на полигональную 
область наиболее удобным мне представляется такой порядок: 

1. Найти грубо приближенное отображение полуплоскости на 
полигон любым методом, например вариационным способом, и, по 
точкам, которые будут отвечать вершинам, найти первые приближе- 
ния для параметров. 

2. Отыскать точные значения параметров, пользуясь методом 
последовательных приближений Ньютона. 

3. После того как параметры определены, а также в процессе их 
нахождения значение отображающей функции вычислять из ее ин- 
тегрального представления, применяя метод выделения особенностей. 


$ 3. Метод сопряженных тригонометричееких рядов и методы поеледо- 
вательных приближений 


Пусть мы желаем отобразить единичный круг на область, ограни- 


ченную некоторым контуром. Если бы отображающая функция была 
известна 


со 


5 =х —- и] —= (0) == 5 (а, —16,) С 


И=1 
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то полагая в ней С-е! и отделяя вещественную и мнимую части, мы 
получили бы следующее параметрическое представление контура об- 
ласти: 


= №» (аи с0$ п1 — Виз п), | 
со (5) 
в 2 (— 6» с0$ 9ё -- а, эт ий). 


Напротив, если бы нам было известно такое представление кон- 
тура —с помощью сопряженных тригонометрических рядов‚,—то легко 
было бы получить отображающую функцию. Для нахождения такого 
представления, если уравнение контура дано, например, в виде 

4? у? НАЕ(х, у) =1, 
где Г — аналитическая функция, можно подставить вместо фи у из (5) 
тригонометрические ряды и в полученном выражении приравнять нулю 
коэффициенты при всех косинусах и синусах. Тогда получим для на- 
хождения а» и 6, бесконечную систему уравнений, которую можно ре- 
шать по способу последовательных приближений [5]. 

Так, например, для эллипса — += таким способом находим 
отображающую функцию с точностью до 0.02 в виде = 0.99 (-- 
- 0.12 3 | 0.03 (5 + 0.04 7. 

Перейдем теперь к методу последовательных приближений. 

Предположим, что рассматриваемая область близка к некоторой об- 
ласти, отображение круга на которую известно. Иначе говоря, предпо- 
лагаем, что уравнение контура, а потому и ограниченная им область 
р, зависит от параметра Л: 


Е(2, 2, ^) =0, 


причем при ^=0 отображение на область Д, дает известная функция 
2 = /о(0). Естественно отображающую функцию искать в виде ряда: 
и ие а - и АЕ 
=, А) = Хо (©) + Аи (5) - А? + ... 

Тогда для функций у (<) легко указать определяющие их рекурентные 
соотношения. Для определенности проведем вычисление первого при- 
ближения. Когда С принадлежит единичной окружности, 2 должно ле- 
жать на граничной кривой. Поэтому, подставив выражения 5 в уравне- 
ние кривой, можем приравнять нулю члены, содержащие первые степе- 
ни Л, откуда найдем: 


Е”: (Хо йо 0) у, + Е (Хо, т 0,) Я ее” (03 И. 0) =0. 


Далее, так как 7, (0) удовлетворяет уравнению РЁ (7%.({), 7о(<), 0) = 0, 
то, дифференцируя его по #, получим: 


Ая УЕ 0)5 Хо Е т (Хо, Ув, 0) хо = 0. 
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Отсюда исключением легко находим: 
7 и О 
2в (2) == №9. 
ы * Хх. 5 Е 270, Хо, 0) 


Далее, восстанавливая функцию по ее действительной части, получим: 


й 
ЕЕ (А. +:А,), 


где А,—сопряженная к А, функция, которая может быть дана сопря- 
женным рядом или с помощью формулы Шварца. 

В ряде конкретных примеров такое построение дает возможность 
довольно легко действительно построить отображающую функцию. Ото- 
бражающая функция получается обычно в виде полинома в круге, что 
весьма полезно, например, в задачах теории упругости. 

Способ этот пригоден также, если уравнение области дано в пара- 
метрической форме, а также если речь идет об отображении внешних 
областей. 

Мною была установлена также сходимость метода при достаточно 
малых значениях Л. С помощью аналитического продолжения, однако, 
оказывается возможным получить отображающую функцию не только для 
малых значений параметра. 

Метод этот может быть применен и для отображения многосвязных 
областей, но хотя он здесь и дает хорошие результаты, я не имею 
полного доказательства его сходимости‘. 

Другой метод последовательных приближений для построения отобра- 
жающей функции в случае отображения области на круг был развит 
В. И. Крыловым. 

Этот метод построен на несколько иной идее. Именно, пусть область 
дана в комплексной форме. Для определенности предположим, что это 
есть эллипс 


Е 


Функция, отображающая его на круг, была бы такой, что |{(2)|==1 
на контуре. Будем искать полином Р(2) = 2- аз23 + а; +... + 
+ 4,412?" +1, чтобы Р(2).Р(2) было постоянным на контуре. Точно 
этого добиться нельзя, но мы можем вычислить выражение Р(2).Р (2) 
и приравнять в нем нулю коэффициенты при первых степенях ей. Полу- 
чаем относительно а!, а», аз,..., некоторую систему уравнений второй 
степени. Эту систему можно решать затем по способу последовательных 
приближений. 


' Пользуюсь случаем, чтобы указать на то, что энонсированные по этому во- 


просу в моей заметке (ДАН, 193%, Ш, стр. 441) результаты не следует считать 
установленными. 
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$ 4. Приведение к интегральным уравнениям 

Все основные задачи математической физики могут быть приведены 
к интегральным уравнениям. В частности, вполне естественно, что за- 
дача конформного отображения, которая эквивалентна задаче нахожде- 
ния ‘функции Грина для области, должна приводиться к интегральному 
уравнению. 

Подобное уравнение в весьма удобной форме было дано в 1931 г. 
в работе покойного С. А. Гершгорина [8]. Приведу здесь лишь оконча- 
тельный его результат. Для построения отображения достаточно знать 
соответствие контуров. 

Предположим, что мы хотим преобразовать область О в единичный 
круг так, чтобы точка 2, перешла в 0, аз: в 1 (фиг. 5). 

Обозначим через $ (5) аргумент точки на круге, отвечаюший точке 
2(5) на кривой. Через 6 (5) обозначим угол, под которым виден отре- 
З0К 202, из 2(5). Тогда уравнение принимает согласно Гершгорину вид: 


$ (5) = | (5,3) 8 (5) 43—28 (5. 


Здесь (5,0) ядро потенциала К (5$, 0) = - — 


Уравнение удобно тем, что все величины, входящие в него, имеют 
простое геометрическое значе- 
ние, в частности 


1 
К (5, в) 48 = = до. %) 


Таким образом, если инте- 
гральное уравнение решают, 
например, заменяя его системой 
линейных уравнений, то система Фиг. 5 
составляется очень легко. 

Заметим, что уравнение пригодно и в случае угловых точек, только 
тогда нужно внести небольшое изменение. 

Метод применяется с успехом даже в случае сложного вида областей 
и приводит к практически выполнимым вычислениям, особенно, если 
в них вносится некоторая рационализация, как это делал П. В. Ме- 
лентьев с помощью ряда остроумных приемов. 

В. И. Крыловым были далее составлены системы интегральных урав- 
нений для нахождения функции, отображающей любую многосвязную 
область на плоскость с прямолинейными или круговыми вырезами. Эти 
уравнения составлены при чрезвычайно общих условиях относительно 
контура; установлена единственность и существование их решения. 
Последнее может быть сделано как на основании теоремы Коее о 
существовании отображающей функции, так и непосредственно. 

Заметим, что при наличии угловых или кратных точек уравнение 
будет не типа Фредгольма, а типа «Веазае [оферга]о]е1сВипбеп». 
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8$ 5. Метод П. В. Мелентьева 


Из графических и численных методов я здесь остановлюсь только 
на комбинированном методе, предложенном инж. П. В. Мелентьевым. 
Метод этот основан на том, что для нахождения функции, отобра- 
жающей круг на область, достаточно найти параметрическое представле- 
ние последней с помощью сопряженных тригонометрических рядов. 
Будем искать функцию вида 


[®.®) со 
ьл 5 У. 
5 = > Е У (ам 36) 5", 
п=0 ®=0 


переводящую единичный круг в данную область так, что 0 переходит 
в Ои1в точку А на оси. 

Удобно рассмотреть не 5, а от- 
ношение: 


со 
приюта Ум. 
=0 


Если область близка к окруж- 


ности, то = близко к постоянной 


и, следовательно, и почти постоянно, а © мало (фиг. 6). 


Очевидно и и © представляются так же, как хи у, сопряженными 
рядами: 
со 
ПЕ 5 (ал с0$ пб — В, зап 70); 


п=0 


в = р -- а, зп пб). 


Для приближенного нахождения такого представления поступаем 


так. Прежде всего отказываемся от бесконечного ряда и задаемся опре- 
деленным числом К. Раз- 


делив окружность на 
2К частей, получим на 
ней 2К точек (фиг. 7). 

Будем теперь подыс- 
кивать полином (К--1)-й 
степени такой, чтобы 
именно эти 2Ё точек он 
переводил в точки, ле- 
жащие на кривой. Коэф- Фиг. 7 Фиг., 8 
фициенты полинома бу- 


цем находить по способу последовательных приближений. Зададимся 


— 
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сначала некоторыми (предполагаемыми) положениями, в которые 
точки, выбранные на окружности, перейдут на кривую; пусть 


это будут точки М?. Это даст определенные и® и 9. По зна- 


0 
чениям и составим разложение и (9) в ряд Фурье приемами гармо- 


нического анализа, и найдем некоторые значения для коэффициентов а 


л ее 

и 6%. Зная их, сможем вычислить новые значения о: , отличные 
0 

от первоначальных 9”. Тогда получим новые положения точек М®, 


которые уже не будут лежать на кривой. Снесем их на кривую по 


кратчайшему расстоянию или по радиус-вектору. Получим точки М®, 

которые дадут новые, вообще говоря, более правильные положения 
1 

точек М;. Это даст новые значения и: и, по ним можно составить 


, 
(1) 


о 
новые а’ ифб, ит. д. 


Предположим, что когда мы будем продолжать этот процесс, точки 


М будут при $5-> со стремиться к определенным предельным положе- 
ниям М;. Тогда мы будем иметь полином, который 2А точек на единич- 
ной окружности переводит в точки на кривой. Последнее дает основание 
предполагать, что полученный полином вообще близок к истинной 
отображающей функции. 

В случае областей, близких к кругу, выбор первых приближений 
естественен; П. В. Мелентьевым указаны удобные способы подбора пер- 
вых приближений для многих других случаев, основанные на близости 
данной области к области, отображаемой на круг с помощью той или 
иной функции простого вида. 

На многих практических деталях я не останавливаюсь здесь под- 
робно. 

Метод этот дает весьма хорошие результаты при решении конкрет- 
ных задач, к сожалению, теоретическое исследование его автором еще 
не произведено. 


Научно-исследовательский 
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Ленинградского гос. университета 
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Г. КАМТОКОУТСН. ТЕЗ МЕЁТНООЕ$ ЕЕЕЕСТУЕЗ ЮАМЗ ГА ТНЕОВ!Е 
РЕЗ ВЕРВЁЗЕМТАТГО №5 СОМРОВМЕ$ 
ВЕЗОМЕ 

М№ из 4оппойз 1’ехрозё Че сегбайшез шё\фо4ез ропг гёзоцаге арргох1- 
таНуетепь 1е ргоёше 4е Па гергёземай от сошогте. Момз сопз1@гопз 
зигбои6 1ез шё\о@ез 6ба916ез & Г№шзиии Мафётайаие 4е Гешипотаа. 

С В Е 
шт Воде 4е ВлефегЪась [2] езф Базёе зиг сейме ргорг16%6 ехигета]е 4е 1а 
Гопсйоп гваЙзап\ а гергёзепцамот сопогше 4’ип Чоташе 4оппё заг ип 
сег е але 1’1пасе 4а дотате а ипе ашге плиипа]е. Се {а1% сопди\ аи рго- 
Ы ёте 4е \гопуег 1е плиитит а’ипе сегфа1те 10&6ота]е 646еп4ие & ип доташе; 
1 реф &4ге гёзоме арргохипайуетепф раг 1а шеФо4е 4е В1%2. Раг{о1з 11 
ез6 р1аз а13ё Че гё4шге 1е ргоёте А 1а гесвегсве 4и пипииаш 4’апе 
сегбалте 166ота]е сигуШепе. 

Га дебегилпайоп 4е 1а Гопсоп дит гбаЙзе ]а гергёзеамоп сошогте 
ез6 6иуаетце а ]а геспегсВе 4е 1а гопсйоп 4е Сгееп. Рог гёзомаге се дегиег 
ргоёте оп аррПаче ауес ргой& 1а шёбфо4е 4ез уаглайопз ргороз@ее раг 
Гацббиг [3] её ргёзепапф ипе тод1Нсайоп 4е 1а шёо4е 4е Ви. 

2. Га {огши]е де Ср! зфо Е Те] -Зс В маг2. Рог са]ещег 
1е; 1п$6отаез 11| езё ие 4’аррПачег ип ргосё4е зрёс1а1!—1е «Абхасхетет 4е 
1а зиоиаг! 6». Рог а6Ниит 1ез рагат тез Чапз 1а Гоголе оп реф ргойцег 
4е 1а шёМо4е 4ез арргохипаЙопз зассеззуез 4е Ме\мфоп; 1а роз 16 
4е ГаррПаиег а 66 Аётопит6е раг Зет. 

3. Га шеёфво4е Чез арргох1ща%ф1о0пз зиссезз1- 
уез. Оп сфегере 1а гергёзещцайоп 4’ап сеге заг ип доташе 4оп+ 1’6фиаа- 
иоп 4 соп{ог Аёрепа 4’ап рагаш те. Га гопсйоп гбаПзап% себе гергёзеп- 
фа\оп езф Авуе]оррёе еп з6г1е зи1уапф 1ез ри1ззапсез 4е се рагатёте. Вапз 
р1азеигз саз оп оБ ет: 4ез Бопз гёзаЦа&з пит 6г1ачез [5]. 

Опе аште шёфо4е 4’арргохипайопз зассезяуез роиг гергёзешег ип 
Чоташе заг ип сеге езф ргорозёе раг М’. Кгу1ой. 

4. Гез 6 чиа\1отз 1п 66 сга1ез. Рошг 1а ГопсЯоп 4оппап& 
Рапе ро!аге 4’ип ро1пф заг 1а соигЬе фиаю@ оп соппай 1’ап]е 4и рош\ 
соггезропдапь заг 1е сегфе, 5. СегзсБеогше [8] а 4оппё ипе валайоп 
116рта!е 4е {огше Мей сотлло4е. Га зоаоп пит 6г1ае 4е сейе 6диайоп 
регтеф пабе Дапз ]ез саз сотр 4иа6з 4е фтоцуег 1а !опсЯоп гбаЙзапе 1а 
гергёзещ{айоп сошогше. Опе шё\о4е апа]осие ропг 1ез доталтез ши- 
а р]етепф соппехез ез ргорозёе еф ва 416е раг \. Кгуой. 

5. Га шево4е ргарВо-апва]1у%&1аще 4е Р. М-е- 
| еп фе! Ё. Оп сВегсье ип ро]упбше 4е 4езтё А-+-1 фи гапзогше 2 
ро1п{з 4оппёз 4и сег@е-ии6 еп 2 ро1п(з заг 1е сошюоиг 4и доташе 4оппё. 
Гез сое 1с1еп{; 4и ро]упбше з’оЪмеппепц раг 1а п6(По4е дез арргохипайопз 
зиссез1уез. №е ро]упбше 1гоцу6 езф ипе арргохипайоп 4е 1а Гопсйоп гва|- 
запф а гергёзепбайоп сошфогте. Сейме тмё\о4е езф сотато4е её еМесмуе 
Чапз 1ез аррИса\опз, ша1з 1а сопуегоепсе п’ез раз епсоге ва41ёе. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1937 
ВОЕТЕТ1М ОЕ ГГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗСТЕМСЕЗ БЕ 1.0833 


С]а$ 
р Чез зс1епсез Отлеление математических 
зпа{ПетаНчиез е{ па{игеез и естественных наук 


Л. В. КАНТОРОВИЧ 
0 ПОЛУУПОРЯДОЧЕННЫХ ПРОСТРАНСТВАХ ! 


Результаты исследований автора по теории полуупорядоченных 
пространств. Первая часть посвящена теории линейных полуупорядоченных 
пространств. Такое пространство представляет многообразие, во многом 
сходное с множеством вещественных чисел. Вторая часть посвящена 
применениям этой теории в функциональном анализе. В третьей части 
рассматриваются полуупорядоченные пространства общего вида и уста- 
навливается связь их теории с некоторыми вопросами топологии и 
теории множеств. 


ВВЕДЕНИЕ 


Полуупорядоченным (или частично упорядоченным) множеством 
называется такое множество элементов У = {9} ‚ в котором для некото- 


рых пар элементов определено отношение у, <у,. Обычно предполагается, 
что в таком многообразии существует наименьший элемент из следующих 
за данными двумя зпр (91, У.) и наибольший из предшествующих обоим 
10 (У1, 92). Такого рода многообразия впервые рассматривались Дедекин- 
дом и С. Шатуновским ?. 

Приведем следующий простой пример, указанный еще Дедекиндом. 
Рассмотрим множество целых положительных чисел {п}. Будем писать 


п >п., если п, делится на п, без остатка, и п. <п., если п, делит п. 
(п = п). В этом случае зир (пи, п>) есть наименьшее кратное этих чисел, 
а ш! (п, п.) их общий наибольший делитель. 

За последние годы интерес к теории полуупорядоченных многообра- 
зий чрезвычайно возрос, и появилось большое число работ, в которых 
рассматриваются эти многообразия и их применения к вопросам абстракт- 
ной алгебры, топологии и аксиоматики геометрии. Достаточно назвать 
работы К. Мепяег, С. ВгКВой, А. Маркова, М. Збопе, О. Оте, П. С. Алек- 
сандрова, А. Тиескег, Е. КЛет-Вагтеп и др. 

В течение последнего года мною был получен ряд результатов в этой 
области, изложению которых и посвящена настоящая статья. 


1 Доложено на сессии Группы математики Академии Наук СССР 23 марта 1936 г. 
2 См. литературу в конце статьи. 
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Основными новыми моментами моих исследований являются следую- 
щие: 

1) введение понятия предела в полуупорядоченных многообразиях; 

2) рассмотрение линейных полуупорядоченных пространств, которые 
обладают многими свойствами множества вещественных чисел; 

3) рассмотрение ряда частных пространств, элементами которых служат 
функции или последовательности; 

4) применение полуупорядоченных пространств в теории линейных 
операций; 

5) применение полуупорядоченных пространств к некоторым вопросам 
метрической теории функций; 

6) изучение полуупорядоченных пространств как объектов топологии 
и дескриптивной теории функций. 


Т. ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ПРОСТРАНСТВ 
$ 1. Полуупорядоченные проетранетва. Акеиомы 


Пусть У = {у} есть линейное многообразие, т.е. для элементов У 
определена сумма у, у, и произведение элемента на вещественное 
число Лу. Будем называть У линейным полуупорядоченным простран- 
ством (55), если для некоторых элементов УЕУ определено отноше- 
ние у, >0, причем выполнены следующие аксиомы 1—\У: 

Аксиома Т. Если у>0, то исключено, что у = 0. 


Аксиома П. Если у, >0 и у, >0, то у, Ру, >0. 
Аксиома ПТ. Каково бы ни было у, существует у, такое, что 


у >20 ил —у>0. 
ь Аксиома ПУ. Если Л^Л>0иу_>0, то Лу >0. 


Мы будем еще писать: ух 0, если —у`>0; у, >у», если у — у, >0; 
у > 0, если у>0 или у=0 ит. д. 

Все правила действий над неравенствами будут соблюдены, за исклю- 
чением того, конечно, что может не иметь места ни одно из соотношений: 


9: >94» и» И=У». 


Множество ЕС-У будем называть ограниченным сверху, если суще- 
ствует у, (верхняя граница Е) такое, что у< у для всех УЕЕ. Вве- 
дем теперь аксиому У. 

Аксиома У. Всякое множество Е, ограниченное сверху, имеет 
точную верхнюю границу, т. е. существует такой элемент зар Ё, который 
есть верхняя граница Е и такой, что всякий другой элемент, превос- 
ходящий все элементы множества Ё, превосходит также и зар В. 

Отсюда легко вывести, что если Е ограничено снизу, то существует 
точная нижняя граница {1 Е. Если множество не ограничено сверху 
(или снизу), то будем писать: 


зир Е = -{ ® (и Е = — 99). 
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Из аксиомы ПТ следует, что всякое конечное множество ограничено, 


а потому всегда существует $пр (у, У», ..., У») и Ш (ул, Ч», ..., Уп). Полезно 
ввести в рассмотрение еще следующие элементы: 


(У)+ = з1р (0, у); (у) =(—и)+ = — 110,9}; 
[У = (9)+ + (9)- = зар(у, — 9), 
здесь (у), — положительная часть у, (у)_— отрицательная часть у, при этом 
9 = (у) + — (у)-;|у|-абсолютная величинау; |у| обладает всеми свойствами 
абсолютной величины, например: 
[уд Е 4 [< ' +192. 
Введем теперь понятие о пределе. 
Положим: 
По у» = Ш [$9р (Ул, У+ь,...)} пу» = зар [и (ул, У», ...)]. 
И—со п со пй 


п со 


В случае, если Иту„ = И У» = У, То будем говорить, что суще- 
ствует предел последовательности {у» }, и записывать так: 


По Ул = 40 Или У--Уо. 
йо 


Однако при этих аксиомах можно доказать лишь немногие свойства 
предела, например: 
1) если у„—у, У\-—>У, то: (у, РУ) У-У, 
зир (ул, У») — пр (у, У’); [У |— [91 
2) если Л„-—>А, у--у, то ААУ; 
3) если Ит [У„ —У»ж[|= 0, то существует такое у, что Ш У, = У. 


п, т—>со п->со 
Чтобы установить дальнейшие свойства предела, мы введем еще одну 


аксиому. 


$ 2. Регулярные пространства 


Пространство У будем называть регулярным (5%), если в нем выпол- 
нена еще следующая аксиома: 

Аксиома УТ. Пусть Е„— последовательность таких множеств, что су- 
ществует предел Пт [зар Ё»] = Уо, конечный или бесконечный. Тогда суще- 


пи—оо 


ствуют всегда конечные подмножества Е» С- Е» такие, что Пт [зар Е» |=; 


п осо 
если же для всех п зарЕ,‚ = | со, то существует такое ЕЁ», что 
зир (зар Ён) = - ©. 
УХ 
Из этой аксиомы имеется весьма большое число следствий, я укажу 
только некоторые из них: 
4) если у, —>0, то существуют А„—>°° такие, что А„у„ —>0; 
5) если у„—>у, то существует у такое, что |у„ —У'<Е\ при 
п > №, каково бы ни было = >20; 
6) каково бы ни было множество ЕЁ, существует такое исчислимое 
множество Е’, что зар Е’ = зар Е, иЁ Е’ = и Е; 
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(в) 


7) если Пт у, =уи И у» = У», ТО имеется такая последователь- 
п со в 
ность А, что Мм < ® 14; 


И—> оо 


8) если последовательность у„ такова, что при всяких ^„—>0 будет 
Л„У,->0, то она ограничена; 


со со 
9) если ряд У |%»| сходится, то сходится и ряд и: 
П=1 П=1 


со 
10) если ряд 2 /„ сходится, то можно указать множители А —= 659 
#1 


со 
и такие, что сходится ряд р ох 
Ой! 


$ 3. Топологичеекая еходимоеть 


Наряду с рассмотренным в $ 2 определением сходимости У„—>У 
введем другое, связанное с ним. Будем писать у„ — у (*) [«последователь- 
ность ул (*)-сходится к у»], если из всякой частичной последовательности 
у„, можно выбрать такую подпоследовательность Ут,» ЧТО Пт Уп‚, = У. 

1—> со 
Для отличия прежде определенную сходимость будем называть иногда 
(о)-сходимостью и писать у„—>у (о). 


К (+)-сходимости можно притти и иначе. Если мы для любого мно- 


жества Ё С. У определим замыкание его Ё как сумму множества Ё и его 
предельных точек, т. е. точек вида у = Пту„, ЕЁ, то множество У 


И—оо 


сможем рассматривать как топологическое пространство. При этом 


(Е) =Е благодаря следствию 7 аксиомы УТ. В пространстве У будут 
определены благодаря этому: замкнутые множества, открытые множества, 
окрестности. Разв У будут определены окрестности, то через них может 
быть определено новое понятие сходимости—топологическая сходимость: 
/„—>у9 (1). Можно показать, что эта сходимость совпадает с определен- 
ной выше (*)-сходимостью, т. е. что у„-—>у(1) равносильно тому, что 


У" —У(*). 


$ 4. Нормируемые проетранетва 


Линейное множество У называется нормированным простран- 
ством (ВапасЪ), если каждому его элементу у отвечает не отрица- 
тельное вещественное число ||у||, причем выполнены условия: 1) ||у |= 0 
тогда и только тогда, когда у=0, 2) |Лу||=|^|- |9], 3) |+ у = 
«и 

Предположим теперь, что У есть одновременно нормированное про- 
странство и линейное полуупорядоченное пространство (5.) и притом 
такое, что выполнены условия: 


Ту» |, если |9, |< |У»], 
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2) ||" ||->0, если у, —>0 убывая, 
3) | у» |-> <о, если у„—-+ со возрастая. 


Тогда можно показать, что в У будет выполнена и аксиома У1 
и что У есть полное пространство по отношению к сходимости по норме, 
т. е. пространство типа В. Наконец, топологическая сходимость в У 
совпадает со сходимостью по норме, т. е. у„—›у({) эквивалентно тому, 
что |у„—У||—0. Такое пространство мы будем называть простран- 
ством типа В,. Заметим, что если в таком пространстве ввести еще 
норму группы элементов !, полагая 


[ах Уз» --- Ув || = И 8р (19а | ++ | У» |) 


то условие (0)-сходимости последовательности элементов у к элементу 
у состоит в том, что 


Ва || у — 9, +, Уж — У = 0. 


п, т- со 


$ 5. Чаетные виды проетранетва 


А. Конечно-мерное координатное пространство. Рас- 
смотрим пространство В®), элементы которого определены веществен- 
ными числами—координатами (или составляющими) 


Е. 

Сложение и умножение на вещественное число определяются обычным 
образом (как для векторов). Далее будем считать элемент положитель- 
ным у _>0, если все координаты не отрицательны у® >0 и хотя бы 
одна из них не нуль. Тогда В®) представляет полуупорядоченное про- 
странство; как легко проверить, все аксиомы 1—УТ здесь соблюдены. 
В частности, в данном случае зар (у1, у2) обозначает элемент, все коорди- 
наты которого равны максимумам соответственных координат элементов 
у: и 3; || будет элемент, координаты которого равны абсолютным 
величинам координат элемента у: 


ие к 
ур = (9... [99 
Сходимость последовательности элементов у„—>уУ совпадает здесь 
с (*)-сходимостью и состоит в том, что все координаты точки у» стре- 
мятся к соответственным координатам точки у: 
ь П . . 
Пр = у® (1=1,2,..., К). 


И—со 


Пространство это есть пространство типа В», достаточно принять 


1 
за ||| число: || у || = П550]Р + ... НУЮ]? (р>1 любое). При #=1 В® 


есть пространство действительных чисел. 


* Пространства, в которых определена норма грулпы элементов, были изучены 
в последнее время молодым ленинградским математиком Б. 3. Вулихом (см. лите 


ратуру). ма 
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В. Бесконечно-мерное координатное пространство 
(пространство последовательностей). Рассмотрим простран- 
ство №2 (р > 1), элементами которого служат бесконечные последователь- 
ности вещественных чисел 

у= (У, у®,...) 
оо 
такого рода, что ряд У {р сходится. Будем считать у_>0, если 
и. 
все у® =0 и хоть одно из них не нуль. Р) представляет тогда регу- 
лярное полуупорядоченное пространство. Сходимость элементов в нем 
обозначает, что сходятся все их координаты и притом все они огра- 
ничены координатами некоторого одного элемента. Точнее говоря, У» — У 
означает, что У® —у® (1—=1,2,...) и существует такой элемент у = 
== (90), у, ...), что У = УФ (= 2,...) при всех 6. 
а в 
Если положим ||у|| = | [р | то [Р) будет представлять про- 
=1 
странство типа В.,, (*)-сходимость в нем следовательно представляет 
сходимость по такой норме. 

Укажем еще на пространство $ всех последовательностей (у, у@, ...); 
оно также будет удовлетворять всем аксиомам 1—УТ, но уже не будет 
пространством типа В.,. В нем (0о)-сходимость и (*)-сходимость совпа- 
дают и состоят в сходимости всех координат. 

С. Пространства, составленные из измеримых функ- 
ций. Рассмотрим произвольное множество Ф= { Ф т составленное из 
измеримых [функций ф({), определенных в промежутке (а, 5), и такое, 
что удовлетворены условия: 

1) если ф,ЕФ, $.ЕФ, то Ф, - 9. ЕФ; 

2) если |ф(1)| <|$, (1 и Ф. ЕФ, то ФЕФ. 

Если считать Ф> 0, когда $(1) >0 почти везде и < (1) > 0 на сово- 
купности положительной меры, то множество Ф представляет полуупо- 
рядоченное пространство, удовлетворяющее аксиомам 1—У; аксиомы 
|-—ТУ проверяются без труда; проверка того, что выполнена и аксиома У, 
требует специального рассуждения. 

Сходимость в пространстве Ф состоит в следующем. Последователь- 
ность элементов фи сходится к 9: Ф„-—>ф означает, что функции Фи (|-> 
—$(1) почти везде и притом все они ограничены одной функцией из 
семейства Ф. В частности, пространство 5 всех почти везде конечных 
измеримых функций представляет такое множество. В этом случае будет 
выполнена и аксиома УТ. Сходимость в 5 есть сходимость почти везде; 
(*)-сходимость здесь—сходимость по мере. Множество всех ограниченных 
измеримых функций также может быть принято за семейство У, но здесь 
аксиома \У1 не удовлетворена. Наконец, множество [7 всех функций, сумми- 
руемых со степенью р(р > 1), также может быть принято за семейство Ф. 
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ь 1 
Это есть пространство типа В,, если принять | ФИ — |ПефР а. 
а 

Сходимость в нем состоит в сходимости последовательности почти 
везде и ограниченности ее одной функцией, суммируемой в степени р. 
'Топологическая сходимость здесь есть сходимость в среднем с пока- 
зателем р. 

Укажем один пример применения общей теории полуупорядоченных 
пространств. На основании следствия 5 из аксиомы УП заключаем, при- 
меняя его к пространству 5, что если последовательность измеримых 
функций ©, (1) ->$(1) почти везде, то имеется такая измеримая почти 
везде конечная функция 9,(1), что |©„(1)—©(1) < :9,(1) при п =\.. 
Если через Е” обозначить совокупность точек, где |$о(1) | = М, то ясно, 
что на Ё’ сходимость Фи, (1) к 9(1) будет равномерной. Это дает сразу 
известную теорему Егорова о последовательности измеримых функций. 

р. Пространство функций ограниченной вариации. 
Рассмотрим пространство ТУ = { ф А составленное из функций ограни- 
ченной вариации ф (1), определенных в промежутке (а, 6). Сложение и 
умножение на константу определяем как обычно. Будем считать ф >> 0, 
если $ (а) >0, функция Ф({) не убывает: ДФ(1) >0 и, наконец, $ (1) не 
равна нулю тождественно. Тогда И будет полуупорядоченным простран- 
ством. Проверим аксиому У. 

Пусть ЕСТ есть некоторое множество, ограниченное сверху эле- 
ментом Ф,. Рассмотрим следующую функцию 


т, 
"(= за + яр о Уфы) 
фЕЕ а=Н <... Зща=Ь 1=0 
ф., Зозыы ФлЕЕ 
где во втором случае заргетит взят относительно всех способов раз- 
биения промежутка (а,6) на части и всех способов выбора функций 
ф:, Ф.,...,Ф, из Е. Функция $*(1) будет функция ограниченной ва- 
риации; далее легко видеть, что ф* > Ф для ФЕЁ и $* = %.. Это и по- 
казывает, что зар ЕЁ = ф*. В данном случае, как легко убедиться, |Ф| есть 


1 

вариация Ф(т), точнее это есть функция |Ф (а) | + Уагф (1); Ф, есть та- 
а 

ким образом положительная вариация. 


ь 
Если ввести ||Ф||, положив ||Ф|| = |[Ф (а) | -- Уагф (1), то У можно 


рассматривать как пространство типа В.. 
Рассмотрим в частности подмножество А абсолютно непрерывных 
функций Ф({), удовлетворяющих условию ф(а)=0. Это множество 


изоморфно пространству суммируемых функций. Действительно, если 
й 


ФЕ[л, то ей можно соотнести Ф(|) = е(к ар, тогда ФЕД. Из 


- 
а 


ИМЕН, Серия математич., № 1. 
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этого изоморфизма следует, что для того, чтобы последовательность аб- 
солютно непрерывных функций Фф„(1) сходилась к Ф({) так, чтобы про- 
изводные их ф»(1) (0)-сходились к ©®’(!) в пространстве Гл, необходимо 
и достаточно, чтобы функции Ф» (о)-сходились в пространстве А. От- 
сюда нетрудно получить, что даже если ф„ — функции ограниченной 
вариации, но они (0)-сходятся в пространстве У, то фи» (1) будут (0)-схо- 
диться к $’(Р) в пространстве Гл. Таким образом получаются весьма 
общие условия для возможности дифференцирования почти везде после- 
довательности функций ограниченной вариации. 


П. ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАЦИИ 


$ 6. Основные клаесы линейных операций 


Пусть Х и У два регулярных линейных полуупорядоченных про- 
странства. Будем рассматривать операции, переводящие одно простран- 
ство в другое у = 0 (2). При этом мы будем всегда предполагать, что 
эти операции аддитивны и однородны, т. е. 0 (2, - 2.) = 0 (21) - 0 (т.) 
и 0(^л) =ЛО (2). Для того чтобы операция была линейной, нужно 
еще предположить, что она непрерывна. Однако, в виду существования 
различных возможных способов определения сходимости в простран- 
ствах Х и У, имеются три вида линейных операций: 

Т. Сильно-непрерывной будем называть операцию в том слу- 
чае, если х„-—=х (1) влечет за собой 0 (т„)-> 0 (2) (0). В таком случае 
будем говорить еще, что операция принадлежит классу Н?. 

П. (В)-непрерывной операцией будем называть такую операцию, 
что 2-х (1) влечет 0 (5„) 0 (2) (1. Класс таких операций обозна- 
чим Н%. 

ПТ. Регулярной операцией будем называть такую операцию, 
что при х„-—-<х (о) будет О (х„) 0 (2) (о). Класс этих операций обоз- 
начим Ну. 

В некоторых случаях мы не имеем трех различных классов, например, 
если в пространстве У (0)-сходимость и (1)-сходимость совпадают, то 
совпадают все классы Н? = Н: = НЗ. Если пространства Х и У типа В. 
ив Х выполнено условие: ||, + 2. || = ||х, || + ||х›|| при 2: и 1. >0, то 
классы ИЁи Н). совпадают. Вообще же будет: НС НС Н+. 

Перейдем теперь к рассмотрению некоторых свойств этих операций. 
При этом будем предполагать, что Х и У пространства типа В. 1. 

Г. Сильно. -непрерывные операции. Легко установить, что 
значения такой операции на сфере ||5|| =1 ограничены. Введем эле- 
мент пространства У, равный зиргетиат”у значений 0 (2) на этой сфере, 
который уместно обозначить 01: 


0! =зорО (х). 
1 


` Это условие может быть заменено различными другими более слабыми. 
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Тогда для всякого д имеем неравенство |П (2)| < 0:. |2 | 
Наоборот, конечность нормы О (5) достаточна для того, чтобы операция 
О была сильно-непрерывной. 

Для сильно-непрерывных операций можно установить весьма важную 
теорему о продолжимости операций. Именно, если такая операция опре- 
делена на некотором линейном подмножестве пространства Х, то она 
может быть распространена на все пространство с сохранением нормы. 
Эта теорема для случая функционалов была установлена раньше и при- 
надлежит Нави’у и ВапасЪ’у. Она играет чрезвычайно важную роль 
в теории линейных операций ВапасЬ’а. Благодаря тому что она спра- 
ведлива для сильно-непрерывных операций, значительная часть теории 
ВапасВ”а допускает широкое обобщение: всюду вместо функционалов 
можно ввести произвольные сильно-непрерывные операции. 

П. (В)-непрерывные операции. Этот класс операций был 
подробно изучен в книге ВапасВ”а 1. Такая операция характеризуется 
тем, что она имеет конечную численную норму. Именно, если положить 


О = зар ПОС, 


. 


то |0 |1 представляет всегда конечное число и при любом х будем иметь: 
НО (=) |= ПО Е 21. 


ПГ. Регулярные операции. Операцию у = 0 (2) назовем поло- 
жительной П > 0, если при х>0 будет ИП (5) >0, и притом 0 (5) = 0. 
Если 0, —0,-=0, будем писать, что 0. > 01. Можно доказать, что 
всякая положительная операция, а также всякая операция, которая пе 
превосходит некоторой положительной, принадлежит классу Ну, т. е. 
регулярна. Наоборот, всякая регулярная операция будет положитель- 
ной или ее превосходит некоторая положительная операция. Для уста- 
новления этого достаточно рассмотреть операцию И, (т), определенную 
при > 0 так: 

И) == Зорь 
1х7 | <1 

На основании этих соображений можно установить, что регулярные 
операции, переводящие пространство Х в У, образуют сами линейное 
полуупорядоченное пространство, аксиомы 1—У будут выполнены всегда, 
аксиома же У1—при известных условиях. Поэтому всякая регулярная 
операция минимальным образом представляется как разность двух по- 
ложительных П = (0), —(0)_ и для нее существует операция ||. 
Полезно иногда вводить норму операции 0: || (|3; в качестве нее мы 
возьмем норму прежнего вида для операции |П |, т. е. |108 = |911 - 
Для положительной операции обе нормы ||П м |0 + совпадают. 


` Два других класса операций Н? и Ну с другой точки зрения, чем в моих ра- 
ботах, рассматривались Б. 3. Вулихом. 


` 
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Класс регулярных операций, если его определять как класс опера- 
ций мажорируемых положительными, является, в некотором смысле, 
наиболее простым и естественным для рассмотрения классов операций, 
переводящих пространство Х вУ. Именно для определения этого класса 
операций не требуется даже существования понятия предела в множе- 
стве Х: достаточно, чтобы в нем выполнялись аксиомы 1—1У и аксиома 
\ лишь для множества Ё, состоящего из конечного числа элементов. 

В следующих параграфах мы рассмотрим частные виды линейных 
спераций, именно операции, переводящие некоторые классические про- 
странства в произвольное пространство типа В.. Этим операциям удается 
дать аналитическое выражение в форме рядов или в интегральной 
форме. В последнем случае приходится вводить некоторые классы абс- 
трактных функций и определять для них понятие интеграла. Заметим, 
что интегрирование функций с значениями в пространстве ВапасВ’а 
рассматривалось Сгауез, Восвпег, С. ВиЕБоН и др., а в диссертации 
И. М. Гельфанда оно было использовано для построения общих видов 
некоторых операций. 


$ 7. Частные виды сильно-непрерывных операций. Некоторые классы 
абстрактных функций 


Пусть Х = В®). Общий вид операции, переводящей пространство Х 
в У, будет: 
у = 0 (1) = 915% - у.2® |... уьж, 
где 2), 2®,..., х@®) — координаты точки 2, а 91, У. ..., Ук — некото- 
рые постоянные элементы У. При этом норма операции, различная в за- 
висимости от способа нормирования Х, есть следующий элемент У: 


0: = зпр (1,20) ух... Кук). 
Их || =1 


1 
Здесь |2 || = (|2 Р-... + |5 [Р)Р. В том случае, когда У есть про- 


странство вещественных чисел, то, как легко проверить, (И = 


1 
=Пи, “+... | 9% [9]9, где 49 — сопряженный показатель; 4 = ь Е =. 
Поэтому мы этот элемент || 0 || обозначим та (ул, У., -.., 4), — он в даль- 
нейшем будет играть важную роль, заменяя для элементов у1, 9.,..., Ук 
| 

среднее (|, “|... -- |4 |“)ч, которое непосредственно, конечно, состав- 
лено быть не могло. Этим же обозначением то (91, У, ..., 4») мы будем 
пользоваться для краткости также при у; вещественных. 

Будем рассматривать бесконечные последовательности 91, у.,...; от- 


носительно такой последовательности будем говорить, что она принадле- 


жит классу 11, если растущие с увеличением А элементы та (У1, Уз, ..-, У) 
имеют конечный предел: 


в та (Ул, Уз ---, Ук) = Та (Ул, У, ...) < + <. 


ке) 
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Тогда, если точка х = (2%, 2®,...) принадлежит пространству [2 


(ряд № | 2@ [р сходится ) ‚ а последовательность у, у.,... принадлежит 
п 


Р 
р—1 
непрерывную операцию, переводящую [? в У. При различных {у} это 
дает общий вид такой операции. 

Будем рассматривать теперь абстрактные функции у = Ё (1), опреде- 
ленные в промежутке (а, 0), значения которых принадлежат простран- 
ству У. Естественным образом можно определить классы: непрерывных, 
абсолютно-непрерывных функций (А), функций ограниченной вариз- 
ции (У), функций, удовлетворяющих условию Линшица. Большинство 
свойств вещественных функций сохраняется; например, функция огра- 
ниченной вариации есть разность двух монотонных—она имеет исчислл- 
мое множество скачков. 

Однако даже функция, удовлетворяющая условию Липшица, может 
быть нигде не дифференцируема. 

Понятие суммируемой функции, хотя и может быть введено, но ока- 
зывается не вполне удобным, поэтому мы вместо них будем пользоваться 
абсолютно-непрерывными функциями. Также вместо функций, суммируе- 
мых в степени р, мы введем некоторый класс абсолютно-непрерывных 
функций. Здесь исходным будет служить установленный В1ез2’ом факт, 
что функция Р (1) служит неопределенным интегралом некоторой функ- 
ции класса 1/2 в том и только в том случае, когда при всех разбиениях 
остаются ограниченными суммы: 


У Р-Р ИР 


(2, Е а} * 


(>>) 
ь ® > 
), то ряд Ухо у: сходится и представляет сильно- 


=1 


классу 14 (ч == 


Ф=1 
Исходя отсюда, введем следующее определение: будем говорить, что 
функция Ё принадлежит классу А если конечен 


ЕЕ тора ЕЯ с 

ы #1) 
(1: 58 1.) [5 — та) 

где зиргетиш взят относительно всех способов разбиения промежутка 


[Е (8) — Е (15) | о) 
5ир вы ( 


на части. 

Пусть теперь (1) есть некоторая вещественная функция, суммируе- 
мая со степенью р. Обозначим через С (1) ее неопределенный интеграл. 
Тогда, если у = ЕЁ (1) принадлежит классу Ад, то можно показать, что 


существует интеграл типа Не\Ппвег”а: 
ь $=п—1 
“бро ый АР (1,;) - ДС (1;) 
; 41 = дк 
ь 


Мы будем иногда этот интеграл обозначать и так: | &(1]аЕ(1), разумея 


а 
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о 
под этим то же самое. Тогда | (ае( представляет сильно-непре- 
(2 
рывную операцию, переводящую пространство Г в У, и дает при раз- 
личных РЕАЛА. все такие операции. Нормой этой операции служит 
элемент Ма(Р). 

Абсолютно-непрерывные функции класса А, в теории абстрактных 
функций играют ту же роль, что вещественные функции, суммируемые 
с квадратом 1. 

Рассмотрим для них в частности вопрос о разложении по ортого- 
нальным функциям. Пусть {90 (#)} полная ортогональная и нормиро- 
ванная система вещественных функций класса /2 в промежутке (а, 6). 
Пусть Ё(#) абстрактная функция класса А. Коэффициентами Фурье ее 

ь 


назовем элементы у» = \ Фи (#) аЁ(®). 
а 
Тогда можно доказать, что ряд 


91 $1 (#) - УФ. (+... 


сходится в среднем к Ё({), точнее говоря, 
й 


Ши МР (6) — | (9. (0 +... 9 (4) 4 =0. 


При этом элементы 9,, У.,... образуют последовательность класса 
? и будет 


т, (Ул, У», ...) = МЬ(Ё). 
Далее, какова бы ни была последовательность элементов 91, У, ... 


класса Й, можно указать функцию Ё класса А,, для которой коэффи- 
циенты Фурье равны 9/1, У», .... 

Наконец, если 8 (1) вещественная функция класса 12, аЁР А, и д;— 
коэффициенты Фурье & (1), а у; — коэффициенты Фурье Е (1), то имеет 
место равенство Парсеваля: 

ь. со 
\ #(аЕ (= Уи. 
а П=1 

Таким образом все основные теоремы теории ортогональных функций 
остаются верными и для абстрактных функций. Таким же образом мо- 
гут быть распространены, повидимому, теория почти-периодических 
функций Бора и Безиковича и теория интегральных уравнений Шмидта. 


* Правильнее было бы сказать, что эту роль играют «идеальные» функции 
Е’ (1) — производные функций класса А,, не определенные в отдельных точках 
и для которых может быть указано лишь их среднее значение в любом интервале 


(3), равное [РВ — (2). 
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$ 8. Чаетные виды (В)-непрерывных операций 


Для этих операций можно повторить с соответственными измене- 
ниями большую часть того, что было сказано о сильно-непрерывных 
опорациях в $ 7. Операция (В)-непрерывная, переводящая пространство 
В в У, может быть дана также в форме у = 0 (2) = у, +... ау», 
только норма операции в данном случае будет: 

НО = Фа (Уз, Уз ---› Ув) а т, 
х|| = 

Далее можно рассматривать бесконечные последовательности у1, 
У, -.. › для которых ба (91 У», ...) е Ра (Ч1, У», ... Ук) конечно. Тогда, 

> со 


если х = (10, х®), ...) точка из М, ау, У.,... последовательность ука- 
со 


занного вида, то ряд Узи будет (-сходиться. ‘Такой ряд дает 
=1 

(В)-непрерывную операцию, и при различных последовательностях 

1, У.) ... мы можем получить таким образом все (В)-непрерывные 

операции, переводящие № в У. 

Основные классы функций здесь вводятся также с помощью нормы, 
например функция удовлетворяет условию Липшица, если |Ё (1) — 
—Р (1) || < -|%—&|, где А — постоянная. Опять будем говорить, что 
функция принадлежит классу В если для нее числа 


Е (1) — Е (5) Е (1) — Е (1) 
ба в К ви) 
( 


р 


и (1, — Ша 
ограничены в совокупности. Обозначим их верхнюю границу через М‹В). 


Попрежнему, если &(—функция, суммируемая с степенью р, может 
ь 


быть определен интеграл [#0 АЕ (1). При различных РЕАЛ. этот инте- 


грал дает общую форму (В)-непрерывной операции, переводящей про- 
странство Г в У. 

Сказанное в $ 7 об ортогональных разложениях справедливо и здесь. 
Например, если после довательность У, У», ... такова, что р. (у, о, . 
конечно, то существует функция Р класса А), для которой а 


коэффициенты Фурье. 
Укажем некоторые возможные приложения рассмотренных здесь 


абстрактных интегралов. Пусть О есть В-непрерывная операция, пере- 
водящая пространство У в другое пространство 2: 5 = 0 (9). Тогда, 
если Е(—функция класса а то нетрудно показать, что функция 
И[Е(#)] будет функцией того же класса с значениями в Й. Нетрудно 
показать далее, что если 2(1) функция класса Г, то операцию И можно 


применить под знаком интеграла: 


ь Ги) 
о | вар = | Оаб(Ро. 
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В частности, пусть У есть пространство, элементы которого суть 
функции. Тогда переход от данной функции к ее неопределенному ин- 
тегралу, к определенному интегралу, к производной, к трансформиро- 
ванной по Лапласу и т. д. представляет В-непрерывные (более того, 
регулярные) операции; поэтому ясно, что из последней общей теоремы 
могут быть получены многочисленные теоремы о возможности диффе- 
ренцирования и интегрирования по параметру и многие другие полез- 
ные следствия. 

Мы не будем говорить подробно об аналогичных построениях для 
регулярных операций. Скажем только, что здесь может быть повто- 
рено дословно все сказанное о (В)-непрерывных. Нужно только вместо 
у поставить где следует |у|. Например общий вид регулярной опе- 


со 
рации, переводящей [? в У, дается и здесь рядом р только по- 
2—1 
следовательность У1, У.,... должна быть такой, что 2(|91|, |У2|, ...) 
конечно. 


$ 9. 0б одном класее функциональных уравнений 


Теория полуупорядоченных пространств может быть многообразно 
использована в теории функциональных уравнений. Здесь я рассмотрю 
лишь один весьма простой класс функциональных уравнений, именно 
уравнения, для которых применим метод последовательных прибли- 
жении. 

Пусть У полуупорядоченное пространство и }(у) регулярная опе- 
рация, переводящая’ У в себя. Рассмотрим уравнение у=}(у) -- у. 
Мажорантным для него назовем такое уравнение у=} (у) у, что 
|1| =Х и |%| <. Тогда можем утверждать, что если мажорантное 
уравнение имеет положительное решение у* > 0, то данное уравне- 
ние имеет решение, и притом такое, что |у|=< у*. Действительно, 
определим рекурентно \ и У», полагая д=Р(и) РУ; = 
=] (Ув -1) + Уо- 

Легко видеть, что уп возрастают и ул < У". Далее ясно, что |у» |< У». 
Поэтому ряд У, + (У1 — %) + (У. — У) - ... =У сходится. Легко видеть, 
что у и есть решение уравнения у =] (9) -- 4: Далее, если положить 


у” =Иту,, то будет |у| < У*, и можно утверждать, что у есть един- 
п >< 


ственное решение данного уравнения, удовлетворяющее этому условию. 
Наконец, заметим, что такого же рода теорема может быть высказана 
и также просто доказана для случая, когда } нелинейная операция. 

Применение этих простых теорем дает сразу требуемый результат 
в ряде вопросов анализа, в которых применяется обычно метод после- 
довательных приближений. Укажем только: уравнения Вольтерра, аль- 
тернирующий метод Шварца, некоторые теоремы о нелинейных инте- 
гральных уравнениях, теорему существования в аналитической теории 
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дифференциальных уравнений, ряд теорем о бесконечных системах 
уравнений. 

По поводу бесконечных систем заметим, что тут могут быть полу- 
чены теоремы РеПе{, Б. М. Кояловича, Р. О. Кузьмина и автора. Эти 
общие теоремы дают иногда более полный результат, чем непосредствен- 
ное применение метода. 


ПГ. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ 


$ 10. Полуупорядоченные проетранетва общего вида. Верхний и нижний 
предел 


Мы рассмотрим здесь случай, когда пространство У не является ли- 
нейным. Будем предполагать, что для некоторых пар различных элемен- 
тов пространства У = | 9 } определено отношение у, < 9». Предполагаем 
следующие аксиомы: 

1” если у. <У, и У, <У., то у, <У,; 

2° для всяких 9:1, У. найдутся у; и 9. такие, что у. <, У. < Ча; 

3” для всякого ограниченного сверху множества существует зар Е, 

для ограниченного снизу шЁА; 

4° аксиома регулярности, в том же виде, как аксиома УТ в $ 2. 

Последняя аксиома нужна не всегда. В ряде случаев, наоборот, 
нужны и некоторые дополнительные аксиомы. 

Понятие предела может быть определено, как в $ 1. Можно ввести 
понятие о (*)-сходимости, которая совпадает здесь с топологической 
сходимостью. Далее, если пространство одновременно метрическое, то 
при некоторых простых условиях сходимость по расстоянию будет сов- 
падать с (*)-сходимостью. 

В пространстве У можно ввести понятие предела еще двумя дру- 


гими способами. Именно, если совпадают для всех последовательностей 


п, П., ... пределы Пт у»,, то их общее значение назовем верхним пре- 
Е > © 
делом и будем обозначать (1)Ит у». Если при любых последователь- 
п > со 


ностях совпадают наименьшие пределы т Уп» ТО их общее значение 


К» © 


назовем нижним пределом (5)Пту»„. Введение таких пределов может 
В © 


превратить данное множество, вообще говоря, в другое топологическое 
пространство. Можно установить некоторые общие теоремы о таким 
образом топологизированных полуупорядоченных пространствах, на чем 
я здесь не останавливаюсь. Укажу только два интересных примера та- 
ких пространств. 

Рассмотрим, во-первых, множество замкнутых подмножеств проме- 
жутка (а, 5). Если ввести полуупорядочение, полагая Ё, < Е, (если мно- 
жество Р.С Ё. в узком смысле), то &= и Е} представляет множество, 
удовлетворяющее аксиомам 1—3”. Если в множестве РЁ ввести верхний 
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предел (#) Чт Ё„, то, как легко установить, он совпадает с топологиче- 


1 © 


ским пределом последовательности замкнутых множеств, который был 
изучен НачзЧогН’ом. 

В качестве второго примера рассмотрим множество полунепрерывных 
сверху функций, определенных в промежутке (а, 6). Если ввести полу- 
упорядочение, считая $, > ®›, при условии, что функция ©, (1) > фз (#) 
при всех # и хотя бы при одном # ©,(1) > 9.(1), то Ф= | Ф} будет 
представлять пространство, удовлетворяющее аксиомам 1°— 3°. Если 
в Ф ввести верхний предел (й)Пш о», то получим пространство, по 

п, > со 


своим свойствам весьма похожее на пространство замкнутых множеств 
Наиз4ог# а. 

Заметим, наконец, еще, что в виду того что положительные элементы 
линейного полуупорядоченного пространства аналогичны положительным 
числам, они могут быть употреблены вместо последних при нормирова- 
нии или метризации пространств, т. е. можно рассматривать, например, 
метрические пространства, в которых расстояние р(х;, 1›) есть элемент 
некоторого полуупорядоченного линейного пространства У. Такое рас- 
смотрение может оказаться полезным благодаря тому, что некоторые 
сходимости, которые не могут быть представлены с помощью известных 
в функциональном анализе сходимостей, даже основанных на привле- 
чении полуупорядоченных пространств, могут быть иногда получены 
как сходимости по такому обобщенному расстоянию. 

В качестве примера рассмотрим множество непрерывных функций х(1). 
Для сходимости последовательности потребуем сходимость везде, при до- 
полнительном условии, что функции равномерно непрерывны. Если за |х| 


принять элемент пространства У монотонных функций ® (5) = зар| 2 (#') — 
#18 


— 2(1)|, то сходимость по такой норме, т. е. то, что |, —2|-—>0вУ, 
и будет интересующая нас сходимость. Аналогичного рода пространство 
можно построить для абсолютно-непрерывных функций. 


$ И. Дополнение полуупорядоченного пространства. Декартово 
произведение 


Мы предполагали в предыдущем параграфе, что для пространства 
выполнены три аксиомы. Однако, если известно, что выполнены лишь 
аксиомы 1°и 2, то выполнения аксиомы 3° можно добиться путем до- 
полнения множества У новыми элементами. Для установления этого 
достаточно в У рассмотреть пары классов (А, В) типа Дедекиндовых 
(А состоит из всех элементов меньших, чем все элементы из В, и на- 
оборот, В состоит из всех элементов больших, чем все элементы из А). 
Тогда если пара классов не определяется никаким элементом из У, 
то можно считать, что ей соответствует новый элемент. Такое дополне- 
ние является в некотором смысле минимальным, т. е. пространство, 
полученное таким способом, будет по отношению ко всякому иному 
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доп ›лненному пространству представлять своеобразную фактор-группу. 
Можно, далее, установить, что пространство может быть дополнено таким 
образом, что оно превратится в линейное и будут соблюдены аксиомы 
ТУ ($ 1). Можно при этом добиться того, что для пары элементов 
У1 и Уь, для которой 11! (у, у») =0, будет у, | у, = зар (1, 95) (предпо- 
лагаем, что у > 0 для всех УЕУ, т. е. 0 наименьший элемент). 

Если имеется некоторое множество полуупорядоченных пространств 
(линейных или нет) у (ЕЕ =), то можно построить их Декартово произ- 


ведение У = составляя его из точек у = {Е} (У ЕУ.). При этом счи- 
таем у, >уУ», если у: > у для всех ЁЕ2 и при некотором &: у > 4. Легко 
установить, что если У; удовлетворяют аксиомам 1°— 3° $ 10 (или 1—У 
$ 1). то и У удовлетворяет тем же аксиомам. То же самое можно ут- 
верждать, если брать Декартово произведение с точностью до нуль- 
множеств. Именно некоторые подмножества Я считаются нуль-множе- 
ствами. Две точки 9, = {9} и == {Е} будем считать за одну, если 
у =, кроме нуль-множества значений &. 

В таком случае опять можно доказать (при известных предположе- 
ниях), что пространство удовлетворяет аксиомам 41°—3° (или ТУ). 
Из этих теорем можно получить, что множество всех функций, множе- 
ство измеримых функций, множество функций, удовлетворяющих усло- 
вию Бора, если считать разнящиеся на совокупности первой категории 
за одинаковые, —представляют собой полуупорядоченные линейные про- 
странства. 

Все пространства, составленные из функций, будут полуупорядочен- 
ными. Естественно поставить обратный вопрос: не может ли быть любое 
линейное полуупорядоченное пространство координизировано, т. е. не 
будет ли оно изоморфно множеству функций, определенных на некото- 
рой совокупности? В такой форме этот вопрос был мне предложен 
А. Н. Колмогоровым. Этот вопрос решается так. Пусть дано линейное 
полуупорядоченное множество У = {у } (аксиомы 1— ТУ и У для ко- 
нечного множества). Рассмотрим множество Т={/} положительных 
линейных функционалов, определенных на У. Тогда каждому элементу 
УЕУ будет отвечать следующая функция, определенная в Т: Фу (1) = ДУ). 
Множество У будет изоморфно с множеством функций {е, } =Ф. 
Точнее говоря, изоморфизм будет по отношению к линейным операциям 
и знаку >>, однако для операций заргетат и Иша изоморфизма 
уже не будет, т. е. элементу зир (у1, У2) не будет отвечать функция, 
равная $ир (Фи, (1), Фи, (7)). При этом в некоторых случаях изоморфизма 
в отношении этих операций невозможно добиться ни при каком другом 
построении множества функций Ф. 
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8 12. Применения к дескриптивной теории функций 

Теория непрерывных функций и функций классификации Бэра может 
быть построена для случая, когда область значений есть любое тополо- 
гическое пространство (Кагафю\зК1). Теорию полунепрерывных функций 
и классов Уоппо”а нельзя, конечно, провести в таких общих предполо- 
жениях. Однако теорию полунепрерывных функций можно построить 
в случае, когда область значений есть полуупорядоченное пространство 
(аксиомы 1°— 4° $ 10). Тогда при некоторых дополнительных усло- 
виях могут быть установлены все основные факты теории полунепре- 
рывных функций, вплоть до теоремы Бэра о том, что всякая полунепре- 
рывная функция есть предел монотонной последовательности непрерывных. 

Более интересным представляется другой путь использования полу- 
упорядоченных пространств. Именно с помощью этих пространств можно 
дать некоторое абстрактное построение дескриптивной теории, включаю- 
щее в себя основные факты классификации функций, классификации 
множеств, а также возможных других аналогичных построений. 

Пусть У есть некоторое полуупорядоченное пространство (аксиомы 
1° — 3° $ 10). Пусть КСУ есть некоторое исходное подмножество У. 
Его удобно предположить инвариантным относительно операций зар (ул, У>) 
и 10 (91, 2). Рассмотрим элементы из У вида у = Птпу»; Ул ЕК. Это бу- 
дет первый класс над К, т.е. К\. Таким же образом могут быть по- 
строены классы К„— «классы Бэра». Далее, если М есть любое множе- 
ство последовательностей, можно рассмотреть класс элементов, которые 
можно представить в форме: 


9) = зар [101 (У о 


(п, , Т,, ...) Е 

Обозначим этот класс Ни (К). Это будет класс, аналогичный классу мно- 
жеств, которые строятся с помощью 85 операции Наззаог а. В част- 
ности, тут могут быть получены абстрактные классы Уойпе”’а, аналити- 
ческие множества, проективные множества — над К. 
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Г. КАХТОВОУТСН. ЗОВ ГЕ$ ЕЗРАСЕ$ ЗЕМТОВООММЕ$ 
ВЕЗОМЕ 

Ге ргёзепь агисе соплетф 1ез гбза{а{з 4’ипе з6те 4е гесвегсвез 4е 1’ап- 
{еиг зиг а боге 4ез езрасез зеплог4опи6з. Га р!азрагь 4е сез гёза аз 
а 666 6попсбёе дапз 1ез побез 4е |’албемг [М 21. 

Оп арреПе езрасе зелог4опп 6 Ппбайге ипе ша ЯрНса6 Пиваше У =С1еПе 
фае ропг сегба1пз сопрез 4е зез 6]6теп{з ]а ге]айоп «р!аз этап4 >» езф авП- 
пе еф убыНе 1ез соп@1отз ВаБмеез. Оп заррозе 4’а\Шеигз фие сВадие 
епзет Ме ЕС-У Богп6 заретепгетет адтеф ипе Богпе зар6г1еигеехасе зир Е. 
Рапз ип езрасе раге! оп 1тодай 1а поймоп 4е Пшие ац тоуеп 4ез помопз 
4е Ппце зирётеиге её 1 е1епге. 51 1’оп пбгодай епсоге ипе соп@ 1 оп сотр- 
16тепбалге Чи «г6оиаг1 6» 4е |’езрасе, оп Уо фие ргездие 10$ 1ез В богётез 
зиг 1ез ПпИез ауапь Пей ротг 1ез потагез г6е!з заЪз14епф Чапз ]е саз соп- 
Аеге. Га Ч1е6гепсе еззепяеПе сопз1з6е еп се фиае ротг сез езрасез оп а поп 
зеетеп® ]а сопуегсепсе ог@1паште, ша1з епсоге ипе пойоп раз сёпегае 
4е сопуегоепсе (*ж)—1а сопуегоепсе {$0ро10о514те. 

Оп рец ехгаге 4е свадие зице сопуегсеще (»*) ипе заЦе рагиеПе фил 
сопуегое аи зепз ог шаге. О’аШетгз 31 1’езрасе езё погтё её дие]диез соп- 
4101$ сотр]6тепбалгез з0пф убёгШ6ез, 1а сопуегзепсе (*) со1пе14е ауес 1а 
сопуегоепсе еп погте. Сотше ехетр]ез 4’езрасез 4е себе пафаге оп реш 
т91диег сеци 4е 1’езрасе 4ез гопсопз шезигаез, |’езрасе 4ез залез 1пй- 
п1ез, |’езрасе 4ез Гопсопз А уатайоп Богпёе. Рапз ]е ргеплег саз 1а сопуег- 
зепсе ог талге езё 1а сопуегоепсе ргезфие рагфо\%, 1а сопуегзепсе ( *) езф ]а 
сопуегоепсе еп шезиге. 

Га зесоп4е рагые 4е |’агие езё`сопзасгбе А 1а \В6огле 4ез орёгайопз 
Чапз 1ез езрасез зеплог4оптп 6$. Оп сопз1 ге 1ез орбгайопз Ппбагез у=0(х} 
Ча1 тарз{огтеюц 1’езрасе зетлог4отп@ Х еп ип апте езрасе 4е шёше па- 
баге У. Га сопйпац6 4е1’ор6гайоп рец ё ге а6Йше 4е а1Ие6тетцез шаптёгез. 
51 1а г@айоп 2„-> (1) еташе {юи]оигз и(х,)и(х) (0) поз @1гопз дае 
Горёгайоп И аррагЫепф А ]а с1аззе М?. Оп 46% а’ипе тапёге апа!осие 
]ез ап(гез сЛаззез, 4’а1Пеигв Н! = Н! > Н. >И}. 

Оп рецф сопз1А 6гег епзаЦе 4ез Гопсйотз аБзтацез 4’ипе уаае гееПе 
(+), 401% 1ез уа\епгз аррагйеппепф & ип езрасе зетлсоп па. Рог сез !0п- 
сЯолз р№азлтеигз № богёмез зиг |ез гопсйопз & уаеигз гбеЦез гезцеп® уа1аез. 
Еп рагасиПег, оп решб& [’а14е 4е сез {опсйотз офетаг зо Гогше 4’ 6ота]ез 
аБзгацез 1ез Гогтез о6п6га!ез 4ез орёгайопз 4е с1аззез 41 6гет{ез 1гапз{ог- 
тат 4ез езрасез {опсоппе]з А6{егтли6з еп ип езрасе зеплогАопиё агЬИталге. 

Рапз [а т01316ще рагые оп сопз1 ге 4ез езрасез зеплог4оти6з диа’оп пе 
зиррозе раз Ппбагез. Оп сопу6ге 1ез 41уегзез а6Йи1Иотз розз1Ыез ае И- 
тие Чапз пп раге! езрасе, 1а роза ще 4е соштр16%ег 1’езрасе, 4’у \то- 
Чилге 4ез соог4опп 6ез. Оп 61а 1% 1ез геайопз епте 1а \6оме 4ез езрасез 
раге!1$ еф сег1а1пез фиезмопз 4е 1а \В6оме 4ез Гопсйоптз 4езсгарйуе. 
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С]а5зе дез зс1епсез Отделение математических 
панетаМаиез е{ пафиге!ез и естественных наук 


С. Б. БЕРГМАН 


О НЕКОТОРЫХ ЭФФЕКТИВНЫХ МЕТОДАХ КОНФОРМНОоГо 
ОТОБРАЖЕНИЯ 1 


В настоящей работе рассматриваются некоторые новые методы для 
эффективного конформного отображения, связанные с формулой Шварца- 
Кристоффеля и теорией ортогональных функций. 


Одна из главных задач эффективных методов конормного отобра- 
жения состоит в том, чтобы для системы точек или линий, заданных 
в области №, найти соответствующую ей при конформном отображении 
систему точек или линий в другой области 3*. 

Вышеуказанная проблема распадается на две задачи: 

Т. Если заданы области 3 и %*, найти функцию, отображающую 
одну область на другую. 

П. После того как искомая функция определена, указать метод, 
позволяющий при наименьшей затрате вычислительной работы найти 
в области 3* образы системы точек или линий, заданных в %. 

Я хотел бы в дальнейшем указать два метода для решения этих 
задач, из которых первый относится только к полигональным областям: 


$1 
Интеграл Шварца-Кристоффеля 


 (®) = | П (%— #*,)\ а ть 


отображает полуплоскость $ плоскости % на полигональную область $ 
плоскости 2, причем пу,„—внешние углы полигональной области, а „— 
точки действительной оси, соответствующие угловым точкам области 3%. 
В соответствий с вышесказанным первая наша задача состоит в том, 
чтобы найти при заданной $ значения #2, а затем, возникает 
конечно вопрос, указанный в п. П. При этом особенно важно решение 
указанной задачи для известных классов областей; можно 
поэтому сначала ограничиться некоторыми частными случаями много- 
угольников, для которых число и величина углов одинаковы и только 


1 Доложено 22 марта 1936 г. на сессии Группы математики Академии Наук СССР. 
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длины сторон меняются, например для прямоугольников, угловых 05- 
ластей (см. ниже фиг. 1), Т-областей, трапеций ит. д. 

Очевидно, что при применениях на практике можно полагать, что у„— 
рациональные числа. Тогда (1,1) есть интеграл алгебраической функции; 
длины сторон области $ являются модулями периодичности этого интегра- 
ла, и легко доказать, что, изменяя длины сторон $ на соответствующим 
образом выбранные величины &,, по абсолютной величине меньшие, чем 
любое заданное = (=>0), можно получить область $, которая получается 
‘из Х при помощи сводимого интеграла (1, 1). (Сводимыми интегралами 
называются интегралы, которые при помощи алгебраической трансфор- 
мации &= В (%) переходят в один или сумму нескольких эллиптиче- 
ских интегралов. Области, получаемые из $ при помощи таких инте- 
гралов, мы будем в будущем всегда обозначать буквой У. Однако условие 
сводимости интеграла, позволяющее найти указанную трансформацию, 
обыкновенно бывает дано как известное алгебраическое уравнение А 
между „точками разветвления интеграла, которые как раз требуется 
определить.) 

Основная идея нашего метода состоит в следующем. Существует 
бесконечно много типов сводимых интегралов алгебраических функций. 
Каждому типу Л соответствует кроме алгебраических соотно- 
шений (А») между %,„ (точками разветвления) известное «характери- 
стическое соотношение» (1) между модулями периодич- 
ности, т. е. между длинами сторон области. [В указанных далее при- 
мерах эти соотношения даны равенствами (8, 1), (9, 1)]. Как было 
указано раньше, области \, принадлежащие ко всякому классу много- 
угольников (с рациональными у,), образуют всюду плотное множество 
в множестве всех областей со спрямляемой границей в смысле равно- 
мерной сходимости. Если мы поэтому для решения нашей задачи для 
какого-нибудь класса областей рассмотрим достаточно большое число 
типов сводимых интегралов 4, (где & =1,2,..., п), которые отображают 
полуплоскость $ на области У}, принадлежащие к рассматриваемому классу, 
и составим для каждого из этих типов соответствующее характеристическое 
соотношение между модулями его периодов, то можно будет для любой 
заданной области $, принадлежащей к рассматриваемому классу, найти 
область \, которая практически достаточно‘мало отличается от заданной 
и которая получается из при помощи сводимого интеграла одного 
из указанных типов ФТ, (где К =1,2. ..., п). Мы можем тогда (как это 
будет подробнее показано в приведенном дальше примере), пользуясь 
«характеристическим соотношением» Ш„, найти модули периодичности 
эллиптического интеграла (или нескольких интегралов). затем, пользуясь 
таблицами для эллиптических интегралов, определить точки разветвления 
эллиптического интеграла и наконец на основании уравнений А, опре- 
т ®, интеграла (1,1). отображающего $ на 
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В виду того что для эллиптических интегралов имеются таблицы, 
мы получаем отображающую функцию в виде, удобном для вычисления. 
Существенно в этом методе то, что если задана область $, то момено 
легко найти для нее, какие из «характеристических соотношений» меокду 
длинами сторон этой области выполнены достаточно точно, и, исходя 
из этого, определить тип интеграла и найти С 
алгебраическую трансформацию, сводящую инте- 
грал, который апроксимирует данный. 
Установление типов сводимых интегралов в 
достаточно большом числе не представляет тео- 
ретически никакой трудности, но с точки зрения 
прикладной математики важно выбрать такие, 
которые при проведении этого метода требуют 
минимальной вычислительной работы. А 8 
Я позволю себе подробнее показать примене- Фиг. 1 
ние этого метода в частном случае, а именно в 
случае угловой области $ = АВСРЕЕ (фиг. 1). В этом случае гипер- 
эллиптический интеграл 


м 


р 


4% 
Ию (1— и) (1 — 0%) (1 - хи) (1 + 1%) 


(2, 1) 


отображает полуплоскость на полигональную область %. 
Один из известных случаев сводимости (Ф,, случай Якоби) имеет 
место тогда, когда 
=— 3 
Ау. ВЕРЬ 
В этом случае преобразование 


1 + 0622 
а. (3,1) 
переводит (2,1) в сумму двух эллиптических интегралов 
р 
- а 4 
ФЕ: 2, | — Е (4, 1) 
в ЗУ рр 1-й) 
и, далее, преобразование 
: $ Е И е 
=. ЭЯ 
ЕО И — 
дает 
р 5 С а 
р ый \ ИИ $") (1 Ен , ШЕЕ) ] (6, 1) 
50 0 
где р 
№ _ (ИУ 7 
4 (1) (4-4) (7,1) 


Первый (соответственно второй) интеграл отображает полуплоскость 
на область, указанную на фиг. 2 (соответственно фиг. 3). Легко пока- 
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зать, что между длинами сторон полигональной области и модулями 
периодичности (К», К») (при п =1,2) обоих интегралов существуют 
следующие соотношения: 
АВ=а(К, + К.) ВС =а(К: + К.) 
Ср=2% К, РЕ=а(К: — Кз) (8, 1) 
ЕЕ = (К, — К») ГА =2а К! 
гдо & — постоянная. 
Как легко видеть, из этих шести уравнений только че- 


тыре независимые, так как Ср -+ ЕЁ = АВ и АР -- ЕШ = ВС. 
С другой стороны, мы имеем только 


Й Е 
: К 
три независимые величины <, к: ‚=, 
.’К, 
К 
так как из заданного =" можно опре- 
1, я Кы 
9 делить Кьи К». Так как число уравне- 
РЕ зжыыдьг 
А; В, Е ЬА2 82 
Фиг. 2 Фиг. 3 


ний превышает число неизвестных, то между длинами сторон должны 
существовать линейные соотношения, для того чтобы (8, 1) могло быть 
К 

выполнено. Для определения 5х? получаем: 

т 
ч8 а 00 к 

2 Кое РС 

С м 
: АЕ : ВС — 5 АЕ 


При помощи таблиц для эллиптических интегралов мы можем опреде- 
лить значения К», Ки и К, (при п == 1,2). 

Для числа & мы имеем два различных уравнения, и необходимое и 
достаточное условие, чтобы наш интеграл принадлежал к типу 4, (слу- 
чай Якоби), состоит в том, чтобы оба получаемые для & значения сов- 
падали. Наконец, по формулам (7,1) и А, находим значения х, А, 0. 

Дальнейшие типы сводимых интегралов 


во 
СР вы 4% а 
0 


И (9? — аз) [493 — За? № — аз (22 — 1]] 


9 ое | ах у 
|7 (РЗ) (ВЫ | *— (4) | { [#5 +2) |+ а-я +2} 


[где В, В, — корни уравнения В — о - (4 —0) = 0] рассмотрены Ку- 
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фаревым [18]. Характеристические соотношения для этих типов между 
модулями периодичности имеют вид 


АВ ВС 
т еек С ео 
и. вс и 
т = = 4; ——_ = 3. 
ср РЕ 
В случае У, трансформация 
и 40? — За? — оз 
Ко 48 — За 8 (281, 
а в случае Л, трансформация 
РЕ (и — ра) ( — р}? 


д 


(# —Р)* (% — р31) (% — Р?3,) 


переводит указанный интеграл в эллиптический (а, а«.— корни урав- 
нения а — (ов =0) } 
Применяя изложенный метод, удалось определить и изучать линии 
тока в области, указанной на фиг. 4. Линии тока получаются легко из 
Г линий д= сот, если отобразить 
область, указанную на фиг. 5, на 


Фиг. 5 


угловую область (фиг. 1) так, чтобы точки а, }, 6, с перешли в точки 
С 1 

Дальше удалось определить напряжения и смещения стержня углс- 
вого сечения (фиг. 1) при кручении на изгиб [*16]. В случае кручения 
задача сводится к определению сопряженной гармонической функции, 
принимающей на границе области значения |3|2, и ее производной. На 
фиг. ба и 6Ъ указаны напряжения и смещения на границе в случае 
изгиба. В вычисленном примере 


рс=рЕ=2.1222; СВ = ЕЁ = 2.0008. 


Я хотел бы добавить, что вопрос о решении граничной задачи теории 
потенциала для области, для которой известна функция, отображающая ес 
на круг, приводит к известным практическим трудностям. Если пере- 


+8 
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нести граничные значения на окружность, то можно при помощи рядов 
Фурье определить гармоническую функцию, принимающую заданные зна- 
т Пу? 2 чения. Вычисление коэффициентов 
Фурье, например, при помощи ана- 
лизаторов не представляет никаких 
трудностей. Но определение функ- 
8 С 2 ции из заданных коэффициентов 
Фурье сопряжено с очень большой 
вычислительной работой, и мне ка- 
ется, что следовало бы создать 


аппараты для решения этой задачи. 
В случае, если производные функ- 
ции имеют разрывы, при вычисле- 
нин целесообразно применить ме- 
тод, указанный А. Н. Крыловым 
(см., например, И. И. Привалов, 
«Ряды Фурье» 1935, стр. 88—92), 
или же, в случае полигональной об- 
ласти, метод, указанный в работе 
Фиг. 6 Бернштейна 1. 


Фиг. ба 


$2 
Другой предлагаемый нами метод основывается на построении ком- 
плексных ортогональных функций и в связи с ними неевклидовой мет- 
рики, инвариантной при конформных отображениях [1 3]. 
Пусть 3 какая-нибудь связная область, лежащая целиком в ограничен- 
ной части плоскости; $, (5) (при у =14,2.. .)—полная система функций, 
ортогональных в ней, т. е. таких, что 


ЕО 4® = ахау 
[28 УФ» (2) 4% = 8, (1,2) 


и что для всякой функции }, регулярной в 3, 


иь- УЕ (2,2) 


У=и 3 


Тогда, как можно показать, Кз (5, 2) = Уве ) ° есть действительная 
УЕ 


функция, оторЬ регулярна (будучи рассматриваема как функция двух 


ь ай метод состоит в том, что для функции Н, заданной на контуре 
полигональной области %, строится гармонический полином Р так, чтобы после 
преобразования на окружность функция Н—Р имела повсюду (также и в точках 
круга, соответствующих угловым точкам $) непрерывную производную 
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переменных х, у) для всех д=х и, 2С% [1]. Мы ее называем 
кернфункцией области 3. Она не зависит от выбора полной си- 
стемы ортогональных функций и является интегральной инвариантой 
при конформных отображениях. Линейный элемент 


45? = Кз (2, 2)| 42|? (3, 2) 


дает нам метрику, инвариантную при этих отображе- 
ниях. Инвариант конформных отображевий (отличается от кривизны 

отрицательным постоянным множителем) 

= д т К. 
п 3 
У (3, 3) =. 1]. до 
о (4,2) 
Заметим, что Кз (2, 2) можно определить также и иным путем: если 
й (2) пробегает совокупность № функций, регулярных в 3, для кото- 
рых | |#(2)| 24° <1, то 
Кз (2, 2) == шах | 1 (2) |?. (5, 2) 
ева 

В случае односвязных областей из теоремы Римана легко следует, 


что полученная метрика есть метрика гиперболическая. (Для круга ® 
[| < 1; Кя(%, и) = о, Уя(%, ®) = 2.) В случае много- 
К (1 о 
связных областей мы получаем Риманову метрику с переменной кривиз- 
ной. Функция 


ть 
в (2. а) — ее а ас \% (6, 2) 
0 


отображает область № на так называемую минимальную область, т. е. 


такую, которая нормированной функцией }(%) (|/’ (0) | =1) не может 
а Ку (2, а) 
быть отображена на область меньшей площади. Мз (5, а) = а на- 
зывается минимальной функцией области 3. В случае односвязной об- 
ласти минимальная область — круг \, а в случае двусвязных обла- 
стей —это области, лежащие на двулистной Римановой поверхности 


(фиг. 7) ["]. 


Функция 9(<5, а) = 


я 911М 3 (2›@) отображает % на так на- 
Кз (а, а) да 


1 В виду того что существование функции, отображающей на минимальную 0б- 
ласть, может быть доказано независимо от теоремы Римана о существовании 
функции, отображающей на круг, интересно было бы доказать (не прибегая к тео- 
реме Римана), что всякая односвязная минимальная область № есть круг, и таким 
образом дать новое доказательство теоремы Римана. До сих пор однако удалось 
показать, что 9% есть круг только в том случае, если 9% звездная область и огра- 


ничена всюду дифференцируемой кривой [5]. 
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зываемую репрезентативную область [21,19]. Для односвязной области 
репрезентативная область является тоже кругом. 

Что касается эффективного построения ортогональных функций, 
например в случае односвязной области полиномов, то их можно полу- 
чить хотя бы при помощи ортогонализации степеней 2” (у=1,2,...). 
Но на практике можно вычислить только небольшое количество орто- 
гональных функций, а ряды, в особенности вблизи границы, очень 
плохо сходятся; кроме того, область, получаемая 


ус 
из 3 при помощи приближений УФ (2) ©, (а), в об- 
У=1 
щем случае не однолистна, и поэтому этот метод 
целесообразно применять только в случае, если 3 
мало отличается от круга *. 


Фея: Минина вая Если нам известны ортогональные функции для 
двусвязная область. области 3 и для 3*, то нетрудно © их помощью 
Граничные кривые ([; : х Г 
и | лежат в различ. Выразить функцию, отображающую 3% на 3* [8, стр- 
ных листах Римановой 670]. 
поверхности. АВ— 

купюра Ортогональные функции можно непосредственно 


применить для решения краевых задач, в особен- 
ности для уравнений Ди = 0, ДДи = 0 и уравнений теории упругости [+]. 
(Эти ортогональные функции являются частными решениями данного 
уравнения.) На фиг. З8а—84 указаны приближения такого рода для’ гар- 
монической функции в цилиндре, основание которого есть круг радиуса, 
равного 1, а высота тоже равна 1 [5]. Искомая функция принимает на 
кругах радиуса 0.5, лежащих на обоих основаниях, значение 1, а на 
остальной части исчезает. На фиг. З8а—84 указаны изменения заданной 
и апроксимирующих функций вдоль радиуса основания и вдоль обра- 
зующей. 

Мне кажется, что было бы целесообразно серьезно заняться вопро- 
ссм о том, насколько применение ортогональных функций в общем 
случае позволяет разрешить граничные задачи. В особенности можно 
было бы рассчитывать на успех, если бы были построены машины для 
решения системы линейных уравнений со многими неизвестными. 

Использование неевклидовой метрики дает метод для отображения 
дзусвязных областей. Как известно, можно отобразить всякую двусвяз- 
ную область на кольцо, причем отношение радиусов обоих кругов 


1 Этот метод для односвязных областей был в другой форме указан Би- 
б^рбахом[ч]. 


В еще неопубликованной работе М. В. Келдыш указал условия, когда ряд 
© —. 
Ув, (ас %, 
У=1 


`ходится на границе области 3 в том случае, если ©; (=) —ортогональные полиномы. 
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(модуль двусвязной области) является инвариантой при конформных 
отображениях. 

Для кольца Я=Е[<|%|< 1] метрика (3, 2) изучена Заранкеви- 
чем ['* 5]. Инвариант Л» (%, %) не постоянен, изменения Ля (%, ®) вдоль 


радиуса агс 9? = соп$ё указаны на фиг. ЭЪ. На границе Л (%, #) =2, 


(тах) 
х 


а для | № | = У: Ля (%, ®) принимает максимальное значение / . Вдоль 


к энцентрических кругов Тя (%, ®), конечно, постоянно. 1/0а® является ра- 


/.4 


12 


/0 


18 


16 


04 Фиг. 8Ъ 


02 


-02 


Фиг. 8а Фиг. 8с Фиг. 84 


стущей функцией модуля двусвязной области. Если поэтому нам задана 
двусвязная область 3, и мы можем высчитать достаточно большое коли- 
чество ортогональных функций [например, путем ортогонализирования 
системы 2”, (5 — а)-* (при у=1, 2, ...), где а — внешняя точка области 
3З., лежащая внутри внутреннего контура], то можно с известной степенью 


точности сконструировать кривые /]3,(2, 2) = с013%, которые являются 
образами концентрических кругов |% | = с0п$ф кольца %; ортогональ- 


ные траектории к ним являются образами радиусов кольца агс® = 


= с0136. То что Ла является возрастающей функцией модуля, позво- 


ляет нам определить этот модуль, так как мы можем высчитать 


приближенно 7%» — Ла а это позволяет определить радиус г кольца 


Я, на которое отображается 3.. Если мы теперь любую точку кривой 
Ув, (2, 2) = №29 примем за начало координат, линии Л, (2, 2) = ©0186 
и их ортогональные траектории — за координаты, а расстояния вдоль 
них будем измерять при помощи инвариантной метрики (3,2), то мы 
получим так называемые «естественные координаты», которые 
инвариантны при отображениях. (Построение этих координат, конечно, 
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позволяет отобразить №, на кольцо!) [415]. Примеры эффективнсго 
применения этого метода не были вычислены. Его недостаток состоит 
в том, что практически возможно вычислить только небольшое число 
ортогональных функций, сумма которых в частях области №5, близко 
лежащих к границе, плохо сходится. 

Мы переходим к указанию других методов для вычисления керн- 
функции, инвариант и т. д., которые в особенности можно использовать 


на практике для точек, близко лежащих к границе области [3]. 
1 
Как — —___, так и все другие величины, встречающиеся в неев- 
Кз (2, =) 
клидовой метрике, являются минимальными значениями в известных ва- 
|0 


Ч ( 2,2) 


- 02 04 06 08 10 ‚ 


Фиг. 9а Фиг. 95 


риационных задачах. Если мы, например, ищем минимум | |1 |2а® при 


условии, что й регулярна в области 3 и |1 (1)| =1, ЕС 3, то минимум 
Н 
равен НИР Если мы на й (1) накладываем более сложные условия, 
Е 
В \Г, 
то для минимального значения получаются другие характерные для 
нашей метрики величины. Если поэтому $С ЗС %[, то 


Кз (2, 2) = К (2, 3) = Ка (2, 2). ГУ 


^ 


Во многих случаях нетрудно выбрать такие 3 и % (внутренняя и внеш- 
няя области сравнения), для которых функции, отображающие их на 
круг (или кольцо), известны, и часть границы %, 3, 3 совпадает. 


Тогда в известной окрестности этой части границы Кз (2, 2) и Ка(2, 2) 
практически мало отличаются одна от другой, а на основании (7,2) мы 


можем в данных точках определить Кз (5, 2). Заметим, что этот ме- 
тод можно использовать для получения предельных формул: пусть О-- 
граничная точка $, в которой существует нормаль и, и пусть положи- 
тельная ось х совпадает с внутренней нормалью п, а ось у с касательной 
Ё в точке О. Такие координаты называются нормальными в точке 0. 
Положим, что существуют два круга 9 и $ с радиусами т, и го, Каса- 
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ющиеся в точке () касательной { так, что 9—3 —$. Тогда легко вы- 
считать, что при приближении 
(212 1 
а 60$ & 


п 
Ат ) «| < 5 ), 


и (2 -- 2)? Кз (2, 2) = Нм (2 + 2)? Кх (2, 2) = =. 


#—> со 


На основании (7, 2) следует, что при приближении АТ 
а = = 1 
Ни (2 + 2) Ка (2, 2) = [°}. 
2—0 
Этого рода методы позволяют вычислить выражения, которые в `окрест- 
ности данных частей границы хорошо апроксимируют Кф (<, 2), 3 (2, 2) 


ау 
р 9 
т Й 
ЕТЯ [С хе 1 
1 1 
0’ ИУ 
Фиг. 10 Фиг. 11а Фиг. 11Ъ 


и т. д. Во многих случаях можно также подобрать области сравнения 
З и Х.Г так, что в известной части области 3 выражения К (<, 2) 
и К» (2, 2) практически будут совпадать. 

Поясним в общих чертах на примере применение этого метода. Из- 
вестная задача гидродинамики состоит в том, чтобы найти линии тока 
в области, указанной на фиг. 10. Очевидно задача будет решена, если 
мы сумеем отобразить область © = Е [0 < Вей < 1] (фиг. 14а) на % = 
= Е [0 < Ве < 1, |2|>а, |2—1 | >а] (фиг. 11Ъ) так, чтобы точки 
4, 4’ перешли в точки О, 0)’, а действительная и мнимая ось—в самих 
себя. В окрестности точки С можно Кз (2, 2) вычислить при помощи 
ортогональных функций и, пользуясь затем метрикой (3, 2), найти на 
ВС и 1277) точки, соответствующие точкам е,/... Чтобы найти Кз (2, 2) 
вблизи дуги ДЕ можно взять & = Е [0 < Ве; < т и 
= Е [0 < Вед, |2| > а], а вблизи р $ =Е[0 < Ве <1, шё> а], ве 
— Е [0 < Вез < 1]. Для того чтобы перенести геодезические линии е41, - 
14, Ваз,... и тп, р4,..., мы строим в 3 геодезические линии, исхо- 
дящие из точек Е, РЁ, Н, М и образующие с ВС или СО прямой угол. 
Уравнение геодезической линии имеет вид: 


473 1 4Кз ( 42 28 0 
45? ых К» РИ 48 #90 
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причем т можно вычислять подобным же образом, что и К (2) [1]. 
5 


Заметим, что совокупность геодезических линий метрики (3, 2) может 
быть построена или апроксимирована, исходя из следующей теоремы [9 
Кривые 


= р, 


где а — комплексное постоянное, р — параметр, Мз (2, а) — минимальная 
функция области 3 (см. стр. 117), проходят через точку и имеют в ней 
соприкосновение не менее второго порядка 

с геодезическими линиями метрики (3, 2), 

установленной внутри области 3. В случае, 

если область 3 односвязная, эти кривые пол- 

‚ ностью совпадают с геодезическими линиями. 
В некоторых случаях для определения 


К» (2, 2) следует вычислить несколько орто- 
Фиг. 12 гональных функций ©; (2) (при $ =1,2,... 
., п), и затем только для определения 


[К д, 2) -х фз (2 (2) * | пользоваться внешней и внутренней областью 


сравнения. нЕ (см., например, область, указанную на фиг. 12) 
целесообразно путем зеркального отображения перейти от односвяз- 
ной области 3 к двусвязной 3 -- 3’ и применять для отображения 
указанный на стр. 118 метод для двусвязных областей. 

В заключение заметим, что ортогональные функции можно при- 
влечь также для определения констант в интегралах Шварц-Кристоф- 


феля [?]. 
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А. К. МИТРОПОЛЬСКИЙ 


ОБ УСТАНОВЛЕНИИ КОРРЕЛЯЦИОННЫХ УРАВНЕНИЙ ПО СПО- 
СОБУ ЧЕБЫШЕВА 


(Представлено академиком ©. Н. Бернштейном) 


В этой статье устанавливается общий вид корреляционных уравнений 

как непосредственный результат применения способа Чебышева. Для 

упрощения вычислений использованы определители; коэффициенты 

корреляционных. уравнений выражены при помощи основных моментов. 
1. Положим, что корреляционное уравнение, выражающее зависи- 


мость статистической величины Х, от Х|, имеет вид: 


п 
на 
дн = УХ (& 4.), (1) 
&=0 
где &() есть нормированное значение статистической величины Ху, 
а 7) „— условный основной момент статистической величины Х». 
Пусть в уравнении (1) функции ©, (&) 
1) являются ортогональными функциями от &, т. е. удовлетворяют 
условиям 


— Е о Е 
ХрРы. $ (1 9,2) = (80, | 0, если = } (2) 
=! 
2) связаны с предшествующими им функциями равенством 
8—1 
Фа (1 9)= 66) — № 4/9 (802) (&=0,1), (3) 
1=0 


гдо 4,/— некоторые постоянные коэффициенты, причем 
Е 
Фо (81) =1. (4) 


2. Определим функции %,(&) и коэффициенты с, корреляционного 
уравнения (1), пользуясь символами Чебышева: 


Вл 
= Ув. 0) 9 (00). (5) 


и =1 
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При этом заметим, что, принимая во внимание (3) и условия орто- 
гональности (2), мы можем написать: 


Е, В. 8—1 
Ури [9 (ци) = ХР [Шар — Ж 919 (&40)} Фа (6) = 
1 1=0 


1 =1 1 =1 
и, 
у Е Зе 
= Ур... Ч) 9 (&0.)) = ($, 8). (6) 
д 


Введенные условия (2) и (3) дают возможность найти функции 


Фа (&1). 


Умножая (3) последовательно на 
р}. /- Фо (& 0.) Ра. 91 (0), --- Вы Фа- (6) 


и суммируя по всем значениям ]: =1, А:, онределим коэффициенты 4р,/- 
Подставляя значения этих коэффициентов в (3), находим 


Фо (&) =1 | 

Фа (&) = ы фо (&), 

(= 11-9 (6) — 1050 ® 

+0 =8— 5:9 (6) — 10- ©) — 40-0) (©, с (7) 

Че т Ч) НЫ — ()— 
и 


3. Коэффициенты с, корреляционного уравнения (1) определяются при 
условии, что сумма 


А 
бь = № Ру. [и — > ся Фа (0, И (8) 


1 =1 8=9 


будет минимумом. Это условие дает систему А -- 1 уравнений, которые 


получаются, если приравнять нулю первые производные выражения (8) 
по с;, где 


Имеем: 


в 
1 02, ь 
тя о У Ру,/- $! (& 4, { пт —_» Св Фа (&0.)} == 0 
#=0 


д =1 
или 
и, к, 


в 
Хр. "од 91 (в) = = Ур. 9, (6) Усе фе (0, Ц=0, 8) (3) 
&=0 


д =1 = 
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При введенных условиях ортогональности (2) система #41 уравне- 
ний (9) т. вид 


Хр али Хто (&=0, 1). — (10) 


91 


И следовательно, искомые ее. оказываются отделенными и мо- 
гут быть вычислены по формуле 


К, 
в р 
х Ру. "бр, Фа (845, им 
се А. (Е =0, 1). (11) 
о 
1=1 


Применяя пэследэвательно эт ормул находим: 
р › 


Е Го/1 
я 
= 71/1 — бо. (0, 1) 
т ел 
Рэя — бо * (0, 2) — си - (1, 2) 
2 (2, 2) (12) 
__ 7з/1 — бо * (0, 3) — с; › (1, 3} — сз. (2, 3) 
= (3, 3) 
Гр! 50 (0, = 0 На (2, == ок О Е) 
бр = , 


($, =) 

4. Наконец, при тех же самых условиях ортогональности (2), вели- 
чина критерия (, корреляционного уравнения й-го порядка, представ- 
ляющлая минимум суммы (8), равна 


№, ® 
у (п) (п) у Я Е 
-Р р Ру 1-Г а { 7/1 а Фа (#6, = 
а в=0 
5 => Ру. и — ь С > р.б Фе (810,)) 
или 
А, |= 
/ 
М 1х Р;, |. "п Фь (1, )} 
$ ® п) > п а р 
= бир — са Хр. и Фь (4) = Ча — (®, ®) (13) 


1=1 


с основной ошибкой 


Е — (14) 


Так как в выражении (13) из С,_, вычитается существенно положи- 
тельная величина, то всегда имеет место неравенство: 


чп < би-1. (15) 
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Таким образом с повышением порядка корреляционного уравнения 
степень приближения его к графику зависимости статистической вели- 
чины Х› от Х, возрастает. И следовательно, критерий (», взятый вместе 
с его основной ошибкой, позволяет очень просто оценить достоинство 
корреляционного уравнения #-го порядка. 

5. При вычислении корреляционных уравнений наиболее удобно 
пользоваться определителями, выражая коэффициенты корреляционных 
уравнений при помощи основных моментов. 

В рассматриваемом случае корреляционных уравнений, когда взяты 
нормированные значения статистических величин, символы Чебышева (5) 
могут быть представлены при помощи основных моментов следующим 
образом: 


1 0 т о ТД 
0 1 7з/о То Та 1 0 
То Зю) 7 с Грышо Таз 
Г р 7 И Г. 
0 7+0 7-20 >> "2-10 "2810 
(1, =) = (16) 
1 0 Л Г 
у И 
730 740 2 Г] 
Гр Го Го -*° Гор210 
В частности 
(0, ) = (1, &# —1) = та, (17) 
1 0 Г 2/0 
(2,2) = 01 Та+1/о |› (18) 
1 гзю Гао 
Л 0 И п/о 
0 1 73/0 Гао 
1 73/0 74/0 Г2+2/0 
7з/0 74/0 75/0 Га+зуо 
3,5) = 
(3,8) мои (19) 
Я 73/0 
73/0 74/0 
и так далее. 
6. Введем теперь обозначения: 
1 0 Л ... Гр 1/0 Го 
ре — о 1 "Зои а аРЫ Гп--110 
=. Д 7/0 Го + -- Гра Гьф2]о (20) 


Го Го ГЬ+2о--- ТВ 1/0  7Г2/0 
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=—=—щ————_д_иаААаААААА——/—АА—а———/—Ч—ЧСЧСЧСЧСЧСЧЗСЗА’ЗААА/А 


1 0 О ..* ГВ 1/0 0 
на 0 1 73/0 .. ГАО 1/1 
Л» ) — Я Е 74/0 осо Гр-1/0 72/1 (21) 


С осы Л 


Тво Гь-+1/0 Гв+910 ++ Г2В-10 ГВ/ 


1 0 Й о. и 
— 0 1 Тз/о „ГО а 
В 1 го Рю с. Тачио Ч |. 


й 
Тв/о  Гь1/0  Г+210 + Гэв-1/о & 
и заметим, что минор определителя (22), соответствующий элементу &, равен 


1 0 1 ... ГА-1/0 
0 т 73/0 .. + 7ГВ/0 
= 1 т Ра ть (23) 
Гв-1]0 Го Го ++ Г2В-210 
Тогда, рассматривая выражения (7), находим 
Фо (&) =1 \ 
а 1 е 
| Е в 
Ф (&) = 7 — т® 
10 1 
(От Е: 
1 тю 61 в. 
Ф> (&) == о = ро 
и 
1 0 Л о 
0 1 7з1о ё: 
Ею Та 
7310 14/0 75/0 ы в: в) у 
фз (Е) = о й р) 
От гз/о (24) 
@ гзуо Гао 
\ 1 0 1 И 
0 1 73/0 1 
# зо 7410 81 
Гео Га-+110 "Е ^°° ы р 
Фа (5) = я п = ри — р@-9 
0 Гао 
Л 7з/о 74/0 * Гао | 
Гр-110 Гаю Гао -° "28-210 ) 


ИМЕН, Серия, математич., №1 
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7. Определим далее величину (с, 8). 


Заменяя в выражении (6) ф‚(&) на основании (24), имеем: 
Е, 


К: Е С г р®* 
2 Ру. !. [Фа (&4,))] = > Бу, / 6 и . 
11 =1 д =1 


* 
Умножая каждый член 5-го столбца определителя РР на р. 6) 
и суммируя по всем значениям 1 =1, А., получим: 
в, 
р) 
(= Ура 2 Во) = Зее. (25) 


11 =1 
Из равенства (25), левая часть которого есть величина существенно 
положительная, следует, что определители 0) и 28-1 имеют одинако- 
вый знак. Поэтому, давая © убывающие значения, найдем, что все опре- 
делители 
2®), О«-5, УЕ ее ро), ро, ©) 
будут иметь одинаковый знак. Но 
а №1 
Отсюда мы заключаем, что все определители 
2%, р%,..., 0® 
являются положительными: 
090 2-Е. (26) 
8. Выразим также при помощи определителей коэффициенты ср. 
Рассматривая выражения (12), находим: 


0 
И ь | 
о Л ро) 
Л по 1 | 
1 
3 би м 
У ао ра) 
04 
10 то 
(91 71/1 
1 т г р) 
ух 3/0 72/1 в 
тя _ р® 
О (27) 
1 рю Гао 
ом | 
0 1 "зо Га 
1 7310 74/0 Гол в 
А: 73/0 7410 75/0 Гуа _ В; 
- (3) 
о пе р 
0 1 73/0 174 
1 73/0 74/0 ГБ/о 
730 14/0 75]0 76/0 ) 
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ан 1 т 
0 Л 7з/о "1 
1 73/0 74/0 ">| 1 
Гао Раф "а+2/о Гат р Г (27) 
Рае Е 
ь 10 1 г ГЕ) 
0 Л 7з/0 +: 41/0 
Гз/о а 20 
| Гаю Гао "ао "зо | ) 


у, й . = 
Подставляя найденные выражения с; и 9, (Ё) в (1), мы можем кор- 
реляционное уравнение А-го порядка представить в виде: 
[2 


(8 р® 
=) => а 08 
Ч = ри-ор® (23) 


Этот общий вид корреляционного уравнения совпадает с формулой, 
полученной Нейманом иным путем. 


9. Представим, наконец, при помощи определителей критерий “». 
Рассмотрим выражение (13). Принимая во внимание (24), получаем 


к 
2 р 
(п) Г 
р Ру, /- 7,)/1 Фь (14,7) = 5. (29) 
93 
Кроме того, на основании (25), имеем: 
р 
(Л, й) = ре-о (30) 
Следовательно, 
а 
би = бб — ре р®° (31) 


Постепенно повышая порядок корреляционного уравнения (28), начи- 
ная с #й =1, и оценивая результат при помощи критерия (31) с его 
основной ошибкой (14), мы можем выразить зависимость статистической 
величины а от Х, с достаточной точностью, определяемой величиной С». 

Собирая в (28) члены с одинаковыми степенями & и замечая, что 


1 0 И +. Га-1/0 0 Га+1/0 ... Го 
0 1 Гз/0 о Гв/о 1/1 Гр 2/0 +. ГА /0 
® 
т р 1 Гз/о Гао = Пе 1/0 2/1 Ге+310 о Гр+210 (32) 
Трио Гы Гьо ++. Гья-110 Гы  Гоачи/о + + + Г2п|о 


мы можем представить корреляционное уравнение й-го порядка в виде 
в 


(®) рр) & 
оу = о и, (33) 


9* 
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10. В заключение рассмотрим множественное корреляционное урав- 
нение, выражающее зависимость статистической величины Х; от ста- 
тистических величин 


хо 


Положим, что это уравнение является линейным и имеет вид: 


М 
Рабы) 1 бы) 1... ар = №, @в $ (а), (34) 
#=2 


где функции ф(&) удовлетворяют условиям ортогональности 


К № 
м ря к ® (0) Ф (вив) { г. но о. } (35) 


р=1 =! 


и связаны с предшествующими им функциями равенством 
(= — У, $, (36) 


причем коэффициенты а, определяются при условии, что сумма 


В2 Аз КУ М 
Ин» № и { а дъулозу... 9 — Уаз ф (&) И (37) 
да=1 73=1 Е #=2 


будет минимумом. 
При этих условиях, применяя метод, изложенный выше, находим: 


И: 
аа=-, (38) 
во 
В(®)к 
ан 
ф (5+) а (8-0 ) (39) 
11 
где 1 ТГ2 Г: 3 Ге 
Г21 Г2з оо 1 
В® =| та Тэд 1 во (40) 
Ги Го Газ Л 
цы 6 Е 
Гл и Гэз ... Г2в 
В(=)* — | Г Гзо 1 ас Гза (41) 
т Га Гиз 1 


* 
а В® и В” являются минорами определителей В‹® и В«”, соответ- 
ствующими элементу Гл. 
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Подставляя найденные выражения а, и Ф(Ё‚) в (34), мы можем мнс- 
жественное линейное корреляционное уравнение написать в виде: 


М 

В(Е) В(Е)* 
: : ее У 
71/9) / +) 1... 1 Чл Г Н-9 ® ° (42) 
=> Ви Ил 
Лесо-Техническая Академия. 
Ленинград. 
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13^ А. МТВОРОТЗКУ 


`А. МТВОРОТЗКУ. ОМ ЕЗТАВНТМ6 ТНЕ СОВВЕГАТЮМ ЕФОАТГОМ5 
ВУ ТСНЕВУСНЕЕЕ?$ МЕТНОО 


ЗОММАВУ 


1. Тве репега| {огт о{ \е согге]аЯоп едаа\0т$ 15 езбаБзВей 11 18 
рарег аз ап пите1а{е гези® 01 Фе аррИсайоп о! %Ве ТеверусвеН?”; тео. 
Тье согге]аМоп ефаайоп ехргеззие а Череп4епсе о{ з{а415 са] уата- 


Ые Х, проп Х, Ваз \№е оПо\тя вепега| {ог 
ь 


(2) 1)(&* 
ЗЕ 


НХ 
(9:)/1 — рЕ- р@® ? 


#=0 
УВеге г): 13 \№е соп@И1опа! збап4аг@ тотепь оЁ зайзИса|! уагае 
Х, оп Ме аззитрИоп Ва Фе зайзИса] уамаШе Х, фаКез Фе уаае 
Х!(,)› ап@ %Ъе 4ефегилпат{ 
(1 (8) 
и. ре, ре _ ДЕ 
аге слуеп Бу (20)—(23). ТЬ1з сепега! {огта о{ согге]айоп едчайоп со1пе14ез 


УИ Ве {огти]а оашей Ъу Меутап офВег\млве. 
2. Езфа зто Фе сепега| {огл о{ соггайоп едаамоп \Ве запдага 


уа|чез &1 (д, ) 0Ё збайз са] уала е Х, аге фаКеп, ап фВе сое йслетёз оЁ согге]а- 
Ноп едаайоп аге ехргеззе4 ъу Аефегиипап{$ сотрозей о! збап4аг4 плотеп&$. 

Ома № Из Ше че! Гогищае аге гесауе@ м1сб аге сопуешетф 
ог сори опз. ш рагис\аг, Бе ТсвефусвеН”з зутЬо]$ аззите а Уегу 
зиар!е {ога аз 010% 


1 0 Л Г) 1/0 в/о 
0 1 Гз/о не Г} /о Гео 
1 Гз/о Г/о Е Г}-+1/0— Гя+2]0 
О ЧЕ О Бо О О 
(7, =) == 

| з о 1 ИИС 

0 1 7з/о 7 

Гз/о 74/0 о 
Гу Гю Гуфи 721 2/0 


3. Ву шеапз$ 0! Фе ТеверусвеН?з пеб\о@ 6№е зепега| ога оЁ ши|- 
Ире Ппеаг согге]а оп едиайоп 13 а]з0 езбаБИзВеа: 
М 


В(®) В(®) * 
РИО. НЕ 

т УВВ 71/0,)/4,)/.../0» 18 Че сопаИлопа| зфапдаг@ потеть оЁ звайз- 
са] уапае Х, оп \\е аззатрЫоп \Ваё 4Ъе эбайзЯса! уааез 

ре. Х 

оО с М 
фаКез ФЪе уа1щез 
Хь»)» Хза». › +, Хм 


ап@ Фе деегитаюз В®, В@®* ап тет со-Расйюгз аге буеп Бу 
(40)—(41). 
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